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Изучен дискретный спектр самосопряженных операторов в модели Фридрихса с положительным симметрич-

ным ядром. Получены достаточные условия существования бесконечного числа отрицателных собственных

значений в модели Фридрихса.
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1. Введение

Пусть u(t)— вещественная непрерывная функция на [0, 1], U — оператор умножения
на функцию u(t) в гильбертовом пространстве L2[0, 1], т.е.

Uf(t) = u(t)f(t), f ∈ L2[0, 1]

иK – самосопряженный компактный интегральный оператор в L2[0, 1]. Некоторые актуаль-
ные задачи, в частности, задачи квантовой механики, статистической механики и гидроди-
намики [6,7,11] сводятся к исследованию дискретного спектра оператора H в пространстве
L2[0, 1], действующего по формуле

H = U −K. (1)

Известно, что из классической теоремы Вейля о компактном возмущении вытекает,
что существенный спектр σe(H) оператора H совпадает со спектром мультипликатора U ,
т.е. σe(H) = σ(U). В 1938 году оператор вида (1) был рассмотрен К. О. Фридрихсом [17],
поэтому оператор вида (1) называется оператором в модели Фридрихса.

В работах [3,14] было показано, что в случае u(t) = t, если ядро интегрального опе-
ратораK — гёльдеровское с покозателем μ > 1

2
, то оператор U−K имеет вне существенного

спектра конечное число собственных значений. Далее, оператор в модели Фридрихса изу-
чался в работах [2,4,5,16]. Пусть u(t)— вещественная аналитическая функция в некоторой
комплексной окрестности отрезка [a, b], и пусть ядро оператора K — симметричная анали-
тическая функция в некоторой окрестности квадрата [a, b]2. Доказано (см. [2,4,5,16]), что,
если число критических точек функции u(t), т.е. тех точек t ∈ [a, b], в которых u′(t) = 0 ,
конечно, и каждая из них невырожденная, то дискретный спектр оператора H конечен.

Вопрос о бесконечности числа собственных значений в модели (1), лежащих вне
существенного спектра, изучен в работе [13]. В работе [9] изучен сингулярный спектр само-
сопряженных операторов в модели Фридрихса. Сингулярный и точечный спектры в само-
сопряженной неограниченной модели Фридрихса подробно изучены в работах [1,8,14,15].

Как нам известно, если мультипликатор U в модели (1), задан неотрицательной
функцией u(t), 0 ∈ Ran(u) (т.е. umin = 0) и интегральный оператор Фредгольма K поло-
жительный, то вне существенного спектра σe(H) оператора H отсутствует положительное
собственное значение. При этом, только в модели (1) может появиться отрицательное соб-
ственное значение, т.е. дискретный спектр σd(H) оператора H лежит на отрицательной
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полуоси вещественных чисел. Более того, если множество σd(H) бесконечно, то только
ноль является предельной точкой для множества σd(H).

Настоящая заметка посвящена изучению отрицательных собственных значений в
модели Фридрихса (1) для симметричных положительных ядер k(t, s) интегрального опе-
ратора K. Рассмотриваются два вопроса: первый — какие последовательности отрицатель-
ных чисел из l1 будут лежать в дискретном спектре σd(H) оператора H , второй — для каких
положительных функций u(t) и симметричных положительных ядер k(t, s) интегрального
оператора K в модели (1) появится счетное число отрицательных собственных значений.

В третьем пункте доказано, что существует положительная непрерывная функция
u(t) и существует симметричное неотрицательное непрерывное ядро k(t, s) для интеграль-
ного оператора K такое, что каждое отрицательное число

αn =
1

bn
− 1

an
, n ∈ N,

является собственным значением оператора U − K, где b > a > 2. В четвертом и пятом
пункте получено достаточное условие для бесконечности отрицательных собственных зна-
чений в модели Фридрихса. Показано, что в модели Фридрихса с ядром Грина G(t, s) и
с экспоненциональным ядром exp(|t − s|) существует бесконечное число отрицательных
собственных значений.

2. Собственные значение мультипликатора

Пусть u(t) – заданная вещественнозначная непрерывная функция на [0,1]. Опреде-
лим мультипликатор U : L2[0, 1] → L2[0, 1] по правилу

Uf(t) = u(t)f(t). (2)

Оператор U является самосопряженным ограниченным линейным оператором в L2[0, 1].
Имеем

σ(U) = σe(U) = [umin, umax].

где umin = min
t∈[0,1]

u(t), umax = max
t∈[0,1]

u(t).

Предложение 2.1 [12] Мультипликатор U (2) имеет собственное значение тогда и
только тогда, когда существует интервал (α, β) ⊂ [0, 1] такой, что u(t) = const, ∀t ∈ (α, β).

Пусть ε > 0 достаточно мало. Определим множества Vε = Vε[0, 1] в комплексной
плоскости C следующим образом:

Vε = Vε(0) ∪ V ′
ε ∪ Vε(1),

где Vε(0) и Vε(1)— ε - окрестность в комплексной плоскости точек 0 и 1, соответственно и

V ′
ε = {z ∈ C : 0 � Rez � 1, −ε < Imz < ε} .

Из предложения 2.1 вытекает

Предложение 2.2 а) Если непрерывная функция u(t) строго возрастает (убывает) на
[0,1], то у мультипликатора U отсутствует собственное значение;
б) Если функция h(z) аналитическая в области Vε[0, 1] , при z ∈ [0, 1] принимает веще-
ственные значения и h(z) = u(z) �= const, z ∈ [0, 1], то у мультипликатора U отсутствует
собственное значение.
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Предложение 2.3.Для любой последовательности положительных чисел {rk}k∈N ∈ l1
существует неотрицательная непрерывная функция u(t) на [0,1] такая, что Ran(u) =
[0,max

k∈N
rk] и каждое число rk является собственным значением мультипликатора U (2).

Доказательство. Рассмотрим убывающую последовательность {an}n∈N∪{0} неотри-
цательных чисел:

a0 = 1, ak > ak+1 и lim
n→∞

an = 0.

Положим

�n =
1

3
(an−1 − an) , n ∈ N.

Определим последовательность pk(t) непрерывных («трапециальных») функций на [0,1]:

pk(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

t−ak
�k

, t ∈ [ak, ak−1 − 2�k] ,

1, t ∈ [ak−1 − 2�k, ak−1 −�k] ,

ak−1−t

�k
, t ∈ [ak−1 −�k, ak−1] ,

0, t∈̄ [ak, ak−1] ,

где k ∈ N.
Пусть {rk}k∈N — последовательность положительных чисел такая, что

∞∑
k=1

rk <∞,

т.е. {rk}k∈N ∈ l1. Определим неотрицательную непрерывную функцию r(t) на [0,1] по
формуле

r(t) =
∞∑
k=1

rk(t)pk(t), t ∈ [0, 1]. (3)

Очевидно, что 0 ∈ Ran(r), так как pk(0) = 0, k ∈ N. Следовательно, имеем
Ran(r) = [0,max

k∈N
rk].

Пусть

χk(t) = χ(ak−1−2�k, ak−1−�k)(t), k ∈ N,

где χG(t)— характеристическая функция множества G. Тогда система функций

ϕn(t) =
χn(t)√�n

, n ∈ N

является ортонормированной в пространстве L2[0, 1].
Определим мультипликатор U в L2[0, 1] следующим образом

Uf(t) = r(t)f(t).

Оператор U имеет счетное число собственных значений, более того, каждое число rk явля-
ется собственным значением мультипликатора U, так как

Uϕk(t) = r(t)ϕk(t) = rkϕk(t), k ∈ N.
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3. Метод «треугольных» функций

Пусть функция u(t) на [0,1] определена равенством (3), т.е. u(t) = r(t), t ∈ [0, 1].

Теорема 3.1. Пусть {λn}k∈N — последовательность положительных чисел удовлетво-
ряющая условию:

∞∑
n=1

λn
�n

<∞. (4)

Если последовательность {rk}k∈N удовлетворяет соотношению

0 < rk < λk, k ∈ N,

то существует неотрицательная непрерывная функция k(t, s) на [0, 1]2 такая, что каждое
число αn = rn − λn является собственным значением в модели (1), т.е. оператор H (1)
имеет счетное число отрицательных собственных значений {αn}k∈N и при этом lim

n→∞
αn = 0.

Доказательство. Определим последовательность qn и q′n :

qn = an−1 −�n, q
′
n = qn −�n (n ∈ N),

где последовательность {an}k∈N дана при определении функции r(t) (3). На [0,1] определим

последовательность «треугольных» функций ψ̃n(t) :

ψ̃n(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2(t−q′n)
qn−q′n

, t ∈
[
q′n,

qn+q′n
2

]
,

−2(t−qn)
qn−q′n

, t ∈
[
qn+q′n

2
, qn

]
,

0, t∈̄ [q′n, qn] ,

где n ∈ N.

Очевидно, что ψ̃n(t) ∈ C[0, 1], n ∈ N. Нетрудно проверить, что системы
{
ψ̃n

}
n∈N

образуют ортогональные системы в L2[0, 1] и∫ 1

0

∣∣∣ψ̃n(t)
∣∣∣2 dt = �n

3
, n ∈ N.

Следовательно, системы функций {ψn}n∈N ⊂ L2[0, 1], заданные равенством

ψn(t) =

√
3

�n

· ψ̃n(t) (5)

являются ортонормированными.
Определим функцию k(t, s) на [0, 1]2:

k(t, s) =
∞∑
k=1

λnψn(t)ψn(s), t, s ∈ [0, 1]. (6)

Из (4) и (5) следует, что последний функциональный ряд на [0, 1]2 сходится равномерно и,
следовательно,

k(t, s) ∈ C[0, 1]2, k(t, s) � 0, t, s ∈ [0, 1].

Пусть ядро интегрального оператора K в (1) задано равенством (6). Тогда

Hψn = Uψn −Kψn = r(t)ψn(t)− λnψn(t) = (rn − λn)ψn(t), n ∈ N,
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т.е. каждое отрицательное число αn = rn − λn является собственным значением оператора
(1). Очевидно, что lim

n→∞
αn = 0.�

Пример 3.1. Пусть an = 1
2n−1 и rn = 1

bn
, где b > 2 и функция r(t) задана равен-

ством (3). Тогда

�n =
1

3
· 1

2n
, n ∈ N.

Положим

λn =
1

an
, n ∈ N,

где 2 < a < b.
Тогда
rn < λn, n ∈ N и λn

�n
= 3 · ( 2

a

)n
, n ∈ N, т.е.

∞∑
n=1

λn
�n

<∞.

Пусть интегральный операторK задан с ядром (6). Тогда в силу теоремы 3.1 каждое
число

αn =
1

bn
− 1

an

является собственным значением оператора H (1).

4. Метод характеристических функций

Пусть u(t)— непрерывная неотрицательная функция, u(t0) = 0, t0 ∈ [0, 1], k(t, s) � 0
и k(t0, t0) �= 0. Пусть системы {Gk}k∈N открытых подмножеств Gk ⊂ [0, 1] удовлетворяют
следующим условиям:

(i) Gi ∩Gj = 0 при i �= j;
(ii) существует последовательность положительных чисел {εn}n∈N такая, что lim

n→∞
εn =

0 и Gn ⊂ Oεn(t0) ∩[0, 1], где Oδ(t) = (t− δ, t+ δ);

Теорема 4.1. Пусть u(x0) = 0 и k(x0, x0) �= 0 для некоторого x0 ∈ [0, 1]. Если
существуют системы открытых подмножеств {Gn}n∈N множества [0,1] удовлетворяющие
условиям (i) и (ii) такие, что

sup
t∈Gn

u(t) < μ(Gn) inf
t,u∈Gn

k(t, u), ∀n ∈ N,

где μ(·)— мера на σ — алгебре измеримых подмножеств из [0, 1], то в модели (1) существует
счетное число отрицтельных собственных значений.

Доказательство. Определим последовательность ортонормированных функций {fn}
в L2[0, 1] по правилу:

fn(t) =
χGn(t)√
μ(Gn)

, n ∈ N.

Тогда имеем

(Hfn, fn) = (Ufn, fn)− (Kfn, fn) =

∫ 1

0

u(t)f 2
n(t)dt−

−
∫ 1

0

∫ 1

0

k(t, u)fn(t)fn(u)dudt =

∫
Gn

u(t)f 2
n(t)−

∫
Gn

∫
Gn

k(t, u)fn(t)fn(u)dtdu �
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� sup
t∈Gn

u(t)

∫
Gn

f 2
n(s)ds− inf

t,u∈Gn

k(t, u)

(∫
Gn

fn(ξ)dξ

)2

=

= sup
t∈Gn

u(t)− 1

μ(Gn)
inf

t,u∈Gn

k(t, u)

(∫
Gn

χGn(ξ)dξ

)2

=

= sup
t∈Gn

u(t)− 1

μ(Gn)
inf

t,u∈Gn

k(t, u) · μ2(Gn) = sup
t∈Gn

u(t)− μ(Gn) inf
t,u∈Gn

k(t, u) < 0, n ∈ N.

Отсюда и, в силу теоремы 3.3 из [13] (о достаточном условии бесконечности дис-
кретного спектра в модели Фридрихса) получим,что оператор H (1) имеет счетное число
собственных значений. �

Пример 4.1. Пусть ядро k(t, s) интегрального оператора K является экспоненци-
альной функцией, т.е.

k(t, s) = e|t−s|, t, s ∈ [0, 1]

и
u(t) = tα, α > 2.

Определим последовательность подмножеств {Gn}n∈N следующим образом

Gn =

{
x ∈ [0, 1] :

1

n+ 1
< x <

1

n

}
, n ∈ N.

Очевидно, что Gn ∩Gm = ∅ при n �= m и Gn ⊂ O 1
n
(0)

⋂
[0, 1], n ∈ N.

Имеем

inf
t,s∈Gn

k(t, s) = inf
t,s∈Gn

e|t−s| � 1.

Тогда

μ(Gn) inf
t,s∈Gn

k(t, s) >
1

2n2
.

Легко убедиться, что при всех n > n0 = 2
1

α−2 выполняется неравенство

1

2n2
>

1

nα
.

Следовательно,

sup
t∈Gn

u(t) < μ(Gn) inf
t,s∈Gn

k(t, s) при всех n > n0.

Тогда, в силу теоремы 4.1, в модели (1) с ядрами экспоненциальной функции e|t−s|

существует счетное число отрицательных собственных значений {αn}n∈N , для которых
lim
n→∞

αn = 0.

Пример 4.2. Пусть ядро k(t, s) интегрального оператора K является функцией Гри-
на, например

k(t, s) = G(t, s) =

⎧⎨
⎩

t(1− s), 0 � t � s � 1,

s(1− t), 0 � s � t � 1.
и



22 Ю. Х. Эшкабилов

u(t) =

(
t− 1

2

)4

.

Очевидно, что u(1
2
) = 0 и G(1

2
, 1
2
) = 1

4
. Определим последовательность подмножеств

{Gn}n∈N следующим образом

Gn =

{
x ∈ [0, 1] :

1

n+ 1
<

∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣ < 1

n

}
, n ∈ N.

Легко заметить, что Gn ∩Gm = ∅ при n �= m и Gn ⊂ O 1
n
(1
2
), n ∈ N. Имеем

sup
t∈Gn

u(t) = sup
t∈Gn

(
t− 1

2

)4

=
1

n4
при n � 2.

С другой стороны,

inf
t,s∈Gn

G(t, s) � inf
t,s∈O 1

3
( 1
2
)
G(t, s) = γ0 > 0 при n � 3.

Имеем,

μ(Gn) =
2

n(n+ 1)
, n � 3.

Легко убедиться, что существует натуральное число n0 � 3 такое, что
1

n4
<

2γ0
n(n+ 1)

при всех n > n0.

Следовательно,
sup
t∈Gn

u(t) < μ(Gn) inf
t,s∈Gn

G(t, s) при всех n > n0.

Тогда, в силу теоремы 4.1, в модели (1) с ядрами Грина G(t, s) существует счетное число
отрицательных собственных значений {αn}n∈N , для которых lim

n→∞
αn = 0.

5. Модель Фридрихса с произвольным положительным мультипликатором

Пусть u(x)— произвольная неотрицательная непрерывная функция на [0,1].

Теорема 5.1. Если u(0) = 0 и u(x) � xα1 при всех x ∈ (0, ε), 0 < ε < 1, где
α1 > 1. Тогда существует неотрицательное непрерывное ядро k(t, s) такое, что оператор H
(1) имеет счетное число отрицательных собственных значений.

Доказательство. Пусть an = 1
2n
, n ∈ N. Определим последовательность {λn}n∈N :

λn = un +
1

nα2
· 1

2n
,

где α2 > 1 и un = max
ξ∈[q′n,qn]

u(ξ), n ∈ N.

Здесь

qn = an−1 − 1

3 · 2n , q
′
n = qn − 1

3 · 2n .
Определим функцию k(t, s) следующим образом

k(t, s) =
∞∑
k=1

λnψn(t)ψn(s), t, s ∈ [0, 1],

где {ψn} – ортонормированная система в L2[0, 1] заданная формулой (6). Очевидно, что
существует n0 ∈ N такое, что u(x) < aα1

n−1 для всех x ∈ [0, an−1] при n > n0.
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Отсюда при n > n0 получим, что

λn · 2n =

(
un +

1

nα2
· 1

2n

)
· 2n = 2n · un + 1

nα2
= 2n · sup

ξ∈[q′n,qn]
u(ξ) +

1

nα2
� 2n · aα1

n−1 +
1

nα2
=

=
2n

2(n−1)α1
+

1

nα2
= 2 ·

(
2

2α1

)n−1

+
1

nα2
=

2

2(α1−1)(n−1)
+

1

nα2
.

Тогда имеем:

k(t, s) �
∑
n∈N

9λn · 2n � 9

n0∑
n=1

λn · 2n+18
∞∑

n=n0+1

(
1

2α1−1

)n−1

+9
∞∑

n=n0+1

1

nα2
<∞, t, s ∈ [0, 1],

т.е. k(t, s) является неотрицательной непрерывной функцией на [0, 1]2.
Пусть K интегральный оператор с ядром k(t, s). Тогда

(Hψn, ψn) = (Uψn, ψn)− (Kψn, ψn) =

∫ 1

0

u(t)|ψn(t)|2dt− λn =

=

∫ qn

q′n
u(t)|ψn(t)|2dt−

(
un +

1

2nnα2

)
� max

ξ∈[q′n,qn]
u(ξ)

∫ qn

q′n
ψ2
n(t)dt−

(
un +

1

2nnα2

)
=

= max
ξ∈[q′n,qn]

u(ξ)−
(
un +

1

2nnα2

)
= − 1

2nnα2
, n ∈ N.

Отсюда и в силу теоремы 3.3 из [13] (о достаточном условии бесконечности дискретного
спектр в модели Фридрихса) получим, что оператор H (1) имеет счетное число отрицатель-
ных собственных значений.
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