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Построены операторы, описывающие поведение двух частиц с 𝛿−взаимодействием на прямой и в кольце.

С помощью полученных операторов описана двухчастичная модель проводника с квантовым кольцом. Спектр

полученного оператора численно исследован на наличие дополнительных точечных уровней. Проведено

сравнение результата (при условии малой интенсивности взаимодействия между частицами) с результатом

для аналогичной одночастичной задачи.

Ключевые слова: уравнение Шредингера, симметрические операторы, теория Крейна, самосопряженные

расширения, функция Грина.

1. Введение

Современное развитие наноэлектроники делает необходимой задачу теоретического
исследования различных квантовых наносистем. В некоторых случаях адекватной моделью
таких систем является квантовый граф.

Математическая теория одночастичных задач для квантовых графов достаточно хо-
рошо развита. В то же время, многочастичные задачи рассматривались только для неко-
торых простых типов систем. Так, например, Ю.Б. Мельников и Б.С. Павлов изучали
двухчастичное рассеяние на 𝑌 -образном графе [1], а М. Хармер в работах [2, 3] рассмат-
ривал поведение двух частиц c 𝛿-взаимодействием на «звездном» графе с 𝑛 ребрами. В
перечисленных статьях авторы имели дело с соединением структур одинаковой геометрии.

Построение и исследование многочастичных математических моделей является бо-
лее сложной задачей по сравнению с одночастичными, поскольку размерность конфигура-
ционного пространства многократно возрастает в зависимости от числа частиц. С другой
стороны, без учета взаимодействия частиц невозможно эффективно моделировать многие
наноустройства, в частности, элементы квантового компьютера.

В данной работе строится математическая модель для двухчастичной задачи в
устройстве, состоящем из квантового кольца и проводника. Используем технику теории
расширений симметрических операторов. При этом необходимо сначала описать поведе-
ние двух взаимодействующих частиц в проводнике и в кольце отдельно.

2. Поведение двух взаимодействующих частиц на прямой

Гамильтониан системы двух невзаимодействующих частиц на прямой может быть
записан в виде

𝐻0 = − ℏ2

2𝑚

(
∂2

∂𝑥2
+

∂2

∂𝑦2

)
,
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с пространством состояний 𝐷(𝐻0) = 𝐻2(ℝ2). Для удобства воспользуемся системой еди-
ниц, в которой ℏ = 1, 𝑚 = 1.

Функция Грина оператора 𝐻0 представима в виде

𝐺0(𝑥, 𝑦, 𝑥0, 𝑦0; 𝑧) =
1

𝜋
𝐾0

(√−2𝑧
√

(𝑥− 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2
)
, 𝑧 ∈ ℂ∖[0; +∞), (1)

здесь 𝐾0 — функция Макдональда.
Оператор 𝐻1, описывающий поведение двух взаимодействующих частиц на прямой

(взаимодействие считается точечным), формально может быть записан в виде

𝐻1 = 𝐻0 + 𝑙𝛿(𝑦 − 𝑥),

где 𝑙 — интенсивность взаимодействия частиц между собой.
Оператор 𝐻1 строим с помощью техники теории расширений операторов [4], поз-

воляющей математически корректноописывать взаимодействие, сосредоточенное на мно-
жестве нулевой меры, в нашем случае — на линии. В последнее время для подобных вза-
имодействий закрепилось название «липкие» квантовые графы [5]. Они рассматривались
многими авторами [6–16].

Рассматриваем сужение 𝑆 оператора 𝐻0 на множество функций, равных нулю на
диагонали конфигурационного пространства, то есть

𝐷(𝑆) = {𝜓 ∈ 𝐷(𝐻0) : 𝜓(𝑥, 𝑥) = 0} .

Оператор 𝑆 — симметрический, он описывает две изолированные частицы на пря-
мой. Введем вспомогательное гильбертово пространство 𝒢

𝒢 = 𝐻1 (ℝ) .

Теорема 1. Γ-поле и 𝑄-функция пары операторов (𝑆,𝐻0) действуют по правилу

∀𝑓 ∈ 𝒢 Γ(𝑧)𝑓 =

∫
ℝ

𝐺0(𝑥, 𝑦, 𝑥0, 𝑥0; 𝑧)𝑓(𝑥0)𝑑𝑥0,

𝑄(𝑧)𝑓 =

∫
ℝ

(𝐺0(𝑥, 𝑥, 𝑥0, 𝑥0; 𝑧)−𝐺0(𝑥, 𝑥, 𝑥0, 𝑥0;−1))𝑓(𝑥0)𝑑𝑥0.

Доказательство. Проверим последовательно все условия на Γ-поле и 𝑄-функцию из опре-
деления.

Рассмотрим интегральное выражение Γ(𝑧)𝑓(𝑥) и, используя неравенство Шварца,
покажем абсолютную сходимость интеграла. При 𝑥 ∕= 𝑦 имеем∫

ℝ

∣𝐺0(𝑥, 𝑦, 𝑥0, 𝑥0; 𝑧)𝑓(𝑥0)∣ 𝑑𝑥0 ⩽

⎛⎝∫
ℝ

∣𝐺0(𝑥, 𝑦, 𝑥0, 𝑥0; 𝑧)∣2
1 + 𝑥2

0

𝑑𝑥0

⎞⎠1/2

⋅
⎛⎝∫

ℝ

(
1 + 𝑥2

0

) ∣𝑓(𝑥0)∣2 𝑑𝑥0

⎞⎠1/2

⩽

⩽ 𝜋1/2𝑀 ⋅ ∣∣𝑓 ∣∣𝐻1.
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При 𝑥 = 𝑦 функция Грина 𝐺0(𝑥, 𝑦, 𝑥0, 𝑥0; 𝑧) имеет логарифмическую особенность
при 𝑥 → 𝑥0. Вычитая сингулярное слагаемое, получаем∫

ℝ

∣𝐺0(𝑥, 𝑥, 𝑥0, 𝑥0; 𝑧)𝑓(𝑥0)∣ 𝑑𝑥0 ⩽

⩽
∫
ℝ

∣∣∣∣(𝐺0(𝑥, 𝑥, 𝑥0, 𝑥0; 𝑧)− 1

𝜋
ln
(√

2∣𝑧∣∣𝑥− 𝑥0∣
))

𝑓(𝑥0)

∣∣∣∣ 𝑑𝑥0+

+

∫
ℝ

∣∣∣∣ 1𝜋 ln
(√

2∣𝑧∣∣𝑥− 𝑥0∣
)
𝑓(𝑥0)

∣∣∣∣ 𝑑𝑥0 ⩽

⩽

⎛⎜⎝∫
ℝ

∣∣∣𝐺0(𝑥, 𝑥, 𝑥0, 𝑥0; 𝑧)− 1
𝜋
ln
(√

2∣𝑧∣∣𝑥− 𝑥0∣
)∣∣∣2

1 + 𝑥2
0

𝑑𝑥0

⎞⎟⎠
1/2

⋅ ∣∣𝑓 ∣∣𝐻1+

+

⎛⎝∫
ℝ

ln2
(√

2∣𝑧∣∣𝑥− 𝑥0∣
)

𝜋2(1 + 𝑥2
0)

𝑑𝑥0

⎞⎠1/2

⋅ ∣∣𝑓 ∣∣𝐻1.

Разбивая область интегрирования в последнем интеграле и производя замену переменной
𝑡 = 𝑥− 𝑥0, получаем оценку ∫

ℝ

∣𝐺0(𝑥, 𝑥, 𝑥0, 𝑥0; 𝑧)𝑓(𝑥0)∣ 𝑑𝑥0 ⩽

⩽
(
𝑀 +

(
1

8𝜋2

(
𝜋3 + 32 + (𝜋 + 4) ln2(2∣𝑧∣)))1/2

)
⋅ ∣∣𝑓 ∣∣𝐻1.

Таким образом, для оператора Γ(𝜁) получаем

Γ(𝜁)𝑓(𝑥) =
1

2𝜋2

∫
ℝ

∫∫
ℝ2

𝑒𝚤𝑛(𝑥−𝑥0)𝑒𝚤𝑚(𝑦−𝑥0)

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝜁
𝑑𝑛𝑑𝑚𝑓(𝑥0)𝑑𝑥0 =

=
2

(2𝜋)3/2

∫∫
ℝ2

𝑒𝚤𝑛𝑥𝑒𝚤𝑚𝑦

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝜁
𝑓(𝑛+𝑚)𝑑𝑛𝑑𝑚,

где 𝑓 — преобразование Фурье функции 𝑓 .
Проводя аналогичные рассуждения для оператора 𝑅0(𝑧), мы можем записать

𝑅0(𝑧)Γ(𝜁)𝑓(𝑥) =
1

(2𝜋)3/2𝜋2

∫∫
ℝ2

𝑒𝚤𝑚𝑥𝑒𝚤𝑛𝑦

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑧
×

×
⎡⎣∫∫

ℝ2

∫∫
ℝ2

𝑒𝚤(𝑠−𝑚)𝑥0𝑒𝚤(𝑡−𝑛)𝑦0

𝑠2 + 𝑡2 − 2𝜁
𝑓(𝑠+ 𝑡)𝑑𝑠𝑑𝑡𝑑𝑥0𝑑𝑦0

⎤⎦ 𝑑𝑚𝑑𝑛
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Меняя порядок интегрирования во внутреннем интеграле, получаем

𝑅0(𝑧)Γ(𝜁)𝑓(𝑥) =
4

(2𝜋)3/2

∫∫
ℝ2

𝑒𝚤𝑚𝑥𝑒𝚤𝑛𝑦

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑧
×

×
⎡⎣∫∫

ℝ2

𝑓(𝑠+ 𝑡)

𝑠2 + 𝑡2 − 2𝜁
𝛿(𝑠−𝑚, 𝑡− 𝑛)𝑑𝑠𝑑𝑡

⎤⎦ 𝑑𝑚𝑑𝑛 =

=
4

(2𝜋)3/2

∫∫
ℝ2

𝑒𝚤𝑚𝑥𝑒𝚤𝑛𝑦

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑧
⋅ 𝑓(𝑚+ 𝑛)

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝜁
𝑑𝑚𝑑𝑛

Вычисляя значение выражения Γ(𝑧)− Γ(𝜁), находим

Γ(𝑧)− Γ(𝜁) =
2

(2𝜋)3/2

∫∫
ℝ2

𝑒𝚤𝑛𝑥𝑒𝚤𝑚𝑦

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑧
𝑓(𝑛+𝑚)𝑑𝑛𝑑𝑚−

− 2

(2𝜋)3/2

∫∫
ℝ2

𝑒𝚤𝑛𝑥𝑒𝚤𝑚𝑦

𝑛2 +𝑚2 − 2𝜁
𝑓(𝑛 +𝑚)𝑑𝑛𝑑𝑚 =

=
2

(2𝜋)3/2

∫∫
ℝ2

(2𝑧 − 2𝜁)𝑒𝚤𝑛𝑥𝑒𝚤𝑚𝑦

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑧
⋅ 𝑓(𝑛+𝑚)

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝜁
𝑑𝑛𝑑𝑚 =

= (𝑧 − 𝜁)
4

(2𝜋)3/2

∫∫
ℝ2

𝑒𝚤𝑛𝑥𝑒𝚤𝑚𝑦

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑧
⋅ 𝑓(𝑛+𝑚)

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝜁
𝑑𝑛𝑑𝑚 =

= (𝑧 − 𝜁)𝑅0(𝑧)Γ(𝜁)𝑓(𝑥)

Следовательно, Γ(𝑧) является Γ-полем пары операторов (𝑆,𝐻0).
Справедлива оценка∫

ℝ

∣∣(𝐺0(𝑥, 𝑥, 𝑥0, 𝑥0; 𝑧)−𝐺0(𝑥, 𝑥, 𝑥0, 𝑥0;−1)
)
𝑓(𝑥0)

∣∣𝑑𝑥0 ⩽

⩽

⎛⎝∫
ℝ

∣𝐺0(𝑥, 𝑥, 𝑥0, 𝑥0; 𝑧)−𝐺0(𝑥, 𝑥, 𝑥0, 𝑥0;−1)∣2
1 + 𝑥2

0

𝑑𝑥0

⎞⎠1/2

×

×
⎛⎝∫

ℝ

(
1 + 𝑥2

0

) ∣𝑓(𝑥0)∣2 𝑑𝑥0

⎞⎠1/2

⩽

⩽ 𝜋1/2

∣∣∣∣∣∣ 1

2𝜋2

∫∫
ℝ

1

(𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑧)(𝑚2 + 𝑛2 + 1)
𝑑𝑚𝑑𝑛

∣∣∣∣∣∣ ⋅ ∣∣𝑓 ∣∣𝐻1 =

=
1

2𝜋1/2

∣∣∣∣ ln(−2𝑧)

2𝑧 − 1

∣∣∣∣ ⋅ ∣∣𝑓 ∣∣𝐻1.
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Отсюда

𝑄(𝑧)𝑓(𝑥)=
1

2𝜋2

∫
ℝ

∫∫
ℝ2

(
𝑒𝚤(𝑚+𝑛)(𝑥−𝑥0)

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑧
− 𝑒𝚤(𝑚+𝑛)(𝑥−𝑥0)

𝑚2 + 𝑛2 + 1

)
𝑑𝑚𝑑𝑛𝑓(𝑥0)𝑑𝑥0 =

=
1

2𝜋2

∫∫
ℝ2

(
𝑒𝚤(𝑚+𝑛)𝑥

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑧
− 𝑒𝚤(𝑚+𝑛)𝑥

𝑚2 + 𝑛2 + 1

)∫
ℝ

𝑒−𝚤(𝑚+𝑛)𝑥0𝑓(𝑥0)𝑑𝑥0𝑑𝑚𝑑𝑛 =

=
2

(2𝜋)3/2

∫∫
ℝ2

(
𝑒𝚤(𝑚+𝑛)𝑥

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑧
− 𝑒𝚤(𝑚+𝑛)𝑥

𝑚2 + 𝑛2 + 1

)
𝑓(𝑚+ 𝑛)𝑑𝑚𝑑𝑛.

(2)

Действуя так же, как при выводе формулы для 𝑅0(𝑧)Γ(𝜁)𝑓(𝑥), получаем для Γ∗(𝜁)Γ(𝑧)

Γ∗(𝜁)Γ(𝑧)𝑓(𝑥) =
4

(2𝜋)7/2

∫∫
ℝ2

∫∫
ℝ2

𝑒𝚤𝑚(𝑥−𝑥0)𝑒𝚤𝑛(𝑥−𝑦0)

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝜁∗
𝑑𝑚𝑑𝑛×

×
∫∫
ℝ2

𝑒𝚤𝑠𝑥0𝑒𝚤𝑡𝑦0

𝑠2 + 𝑡2 − 2𝑧
𝑓(𝑠+ 𝑡)𝑑𝑠𝑑𝑡𝑑𝑥0𝑑𝑦0 =

=
4

(2𝜋)3/2

∫∫
ℝ2

𝑒𝚤𝑚𝑥𝑒𝚤𝑛𝑥

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝜁∗
⋅ 𝑓(𝑚+ 𝑛)

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑧
𝑑𝑚𝑑𝑛.

Используя (2), находим

(𝑄(𝑧)−𝑄∗(𝜁)) 𝑓(𝑥) =

=
2

(2𝜋)3/2

∫∫
ℝ2

(2𝑧 − 2𝜁∗)𝑒𝚤(𝑚+𝑛)𝑥

(𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑧)(𝑚2 + 𝑛2 − 2𝜁∗)
𝑓(𝑚+ 𝑛)𝑑𝑚𝑑𝑛 =

= (𝑧 − 𝜁∗)
4

(2𝜋)3/2

∫∫
ℝ2

𝑒𝚤(𝑚+𝑛)𝑥𝑓(𝑚+ 𝑛)

(𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑧)(𝑚2 + 𝑛2 − 2𝜁∗)
𝑑𝑚𝑑𝑛 =

= (𝑧 − 𝜁∗)Γ∗(𝜁)Γ(𝑧)𝑓(𝑥).

Таким образом, все свойства Γ-поля и𝑄-функции проверены. Теорема доказана. □
Гамильтониан системы — две взаимодействующие частицы на прямой — мы рас-

сматриваем как самосопряженное расширение оператора 𝑆. Обозначим через 𝑅(𝑧), 𝑅0(𝑧)
резольвенты 𝐻1 и 𝐻0, соответственно. Тогда по формуле Крейна получаем

𝑅(𝑧) = 𝑅0(𝑧)− Γ(𝑧) [𝑄(𝑧) + 𝐴]−1 Γ∗(𝑧), (3)

где 𝐴 =
2

𝑙
— параметр, характеризующий самосопряженные расширения оператора 𝑆.

Подействовав на равенство (3) слева прямым преобразованием Фурье, а справа —
обратным, можно переписать его в виде

𝑅̃(𝑧) = 𝑅̃0(𝑧)− Γ̃(𝑧)
[
𝑄̃(𝑧) + 𝐴

]−1

Γ̃∗(𝑧), (3′)

здесь
𝑅̃ = ℱ2𝑅ℱ−1

2 , 𝑅̃0 = ℱ2𝑅0ℱ−1
2 ,

Γ̃ = ℱ2Γℱ−1
1 , Γ̃∗ = ℱ1Γ

∗ℱ−1
2 ,

𝑄̃ = ℱ1𝑄ℱ−1
1 ,

(4)
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где ℱ𝑗 — 𝑗-мерное преобразование Фурье.
Вычислим действия операторов (4). Используя (1), получаем(

𝑄ℱ−1
1

)
𝑓(𝑝) =

∫
ℝ

1

𝜋
𝐾0(

√−2𝑧∣𝑥− 𝑥0∣) 1√
2𝜋

∫
ℝ

𝑓(𝑝)𝑒𝚤𝑝𝑥0𝑑𝑝𝑑𝑥0 =

=
2

(2𝜋)5/2

∫∫
ℝ2

𝑓(𝑝)

∫∫
ℝ2

𝑒𝚤(𝑚+𝑛)𝑥 𝑒𝚤(𝑝−(𝑚+𝑛))𝑥0

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑧
𝑑𝑚𝑑𝑛𝑑𝑥0𝑑𝑝.

Тогда

𝑄̃𝑓(𝑝) =
1

2𝜋

∫
ℝ

1

2𝜋

∫
ℝ

𝑓(𝑞)
𝑒𝚤𝑞𝑥√
𝑞2 − 4𝑧

𝑑𝑞𝑒−𝚤𝑝𝑥𝑑𝑥 =
1√

𝑝2 − 4𝑧
𝑓(𝑝).

Получаем, что оператор
(
𝑄̃(𝑧) + 𝐴

)
является оператором умножения, следователь-

но, обратный оператор
[
𝑄̃(𝑧) + 𝐴

]−1

действует по правилу

[
𝑄̃(𝑧) + 𝐴

]−1

𝑓(𝑝) =
1

1√
𝑝2−4𝑧

+ 2
𝑙

𝑓(𝑝) =
𝑙
√

𝑝2 − 4𝑧

𝑙 + 2
√

𝑝2 − 4𝑧
𝑓(𝑝).

Аналогично вычисляем действие оператора Γ̃.

Γℱ−1
1 𝑓(𝑝) =

2

(2𝜋)5/2

∫∫
ℝ2

𝑓(𝑝)

∫∫
ℝ2

𝑒𝚤𝑚𝑥𝑒𝚤𝑛𝑦
𝑒𝚤(𝑝−(𝑚+𝑛))𝑥0

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑧
𝑑𝑚𝑑𝑛𝑑𝑥0𝑑𝑝 =

=
2

(2𝜋)3/2

∫∫
ℝ2

𝑓(𝑝)
𝑒𝚤

𝑝+𝑡
2

𝑥𝑒𝚤
𝑝−𝑡
2

𝑦

𝑝2 + 𝑡2 − 4𝑧
𝑑𝑡𝑑𝑝.

Тогда

Γ̃𝑓(𝑝) =
1

2𝜋

∫∫
ℝ2

2

(2𝜋)3/2

∫∫
ℝ2

𝑓(𝑛)
𝑒𝚤

𝑛+𝑡
2

𝑥𝑒𝚤
𝑛−𝑡
2

𝑦

𝑛2 + 𝑡2 − 4𝑧
𝑑𝑡𝑑𝑛𝑒−𝚤𝑝𝑥𝑒−𝚤𝑞𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=

(
2

𝜋

)1/2
1

𝑝2 + 𝑞2 − 2𝑧
𝑓(𝑝+ 𝑞).

Подобным же образом находим действие оператора Γ̃∗.

Γ∗ℱ−1
2 𝑓(𝑝, 𝑞) =

1

𝜋

∫∫
ℝ2

∫∫
ℝ2

𝑓(𝑝, 𝑞)𝑒𝚤(𝑚+𝑛)𝑥

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑧
×

×
∫∫
ℝ2

𝑒𝚤(𝑝−𝑚)𝑥0𝑒𝚤(𝑞−𝑛)𝑦0

(2𝜋)2
𝑑𝑚𝑑𝑛𝑑𝑥0𝑑𝑦0𝑑𝑝𝑑𝑞 =

=
1

𝜋

∫∫
ℝ2

𝑓(𝑝, 𝑞)
𝑒𝚤(𝑝+𝑞)𝑥

𝑝2 + 𝑞2 − 2𝑧
𝑑𝑝𝑑𝑞.
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Отсюда

Γ̃∗𝑓(𝑝, 𝑞) =
1

(2𝜋)1/2

∫
ℝ

1

𝜋

∫∫
ℝ2

𝑓(𝑚,𝑛)
𝑒𝚤(𝑚+𝑛)𝑥

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑧
𝑑𝑚𝑑𝑛𝑒−𝚤𝑝𝑥𝑑𝑥 =

=

(
2

𝜋

)1/2 ∫
ℝ

𝑓

(
𝑝 + 𝑡

2
,
𝑝− 𝑡

2

)
1

𝑝2 + 𝑡2 − 4𝑧
𝑑𝑡.

Оператора 𝑅̃0 действует по правилу.

𝑅0ℱ−1
2 𝑓(𝑝, 𝑞) =

∫∫
ℝ2

1

𝜋
𝐾0(

√−2𝑧
√

(𝑥− 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2)×

× 1

2𝜋

∫∫
ℝ2

𝑓(𝑝, 𝑞)𝑒𝚤𝑝𝑥0𝑒𝚤𝑞𝑦0𝑑𝑝𝑑𝑞𝑑𝑥0𝑑𝑦0 =
1

𝜋

∫∫
ℝ2

𝑓(𝑝, 𝑞)
𝑒𝚤𝑝𝑥𝑒𝚤𝑞𝑦

𝑝2 + 𝑞2 − 2𝑧
𝑑𝑝𝑑𝑞.

𝑅̃0𝑓(𝑝, 𝑞) =
1

2𝜋

∫∫
ℝ2

1

𝜋

∫∫
ℝ2

𝑓(𝑚,𝑛)
𝑒𝚤𝑚𝑥𝑒𝚤𝑛𝑦

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑧
𝑑𝑚𝑑𝑛𝑒−𝚤𝑝𝑥𝑒−𝚤𝑞𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=
2

𝑝2 + 𝑞2 − 2𝑧
𝑓(𝑝, 𝑞).

Подставляя полученные выражения для совокупности операторов (4) в формулу (3′),
находим действие оператора 𝑅̃.

𝑅̃𝑓(𝑝, 𝑞) =
2

𝑝2 + 𝑞2 − 2𝑧
𝑓(𝑝, 𝑞)− 2

𝜋
⋅ 1

𝑝2 + 𝑞2 − 2𝑧
⋅ 𝑙
√

𝑝2 − 4𝑧

𝑙 + 2
√

𝑝2 − 4𝑧
×

×
∫
ℝ

1

(𝑝+ 𝑞)2 + 𝑡2 − 4𝑧
𝑓

(
𝑝+ 𝑞 + 𝑡

2
,
𝑝 + 𝑞 − 𝑡

2

)
𝑑𝑡.

Теперь мы можем найти резольвенту 𝑅 оператора 𝐻1. Получаем

𝑅𝑓(𝑥, 𝑦) = ℱ−1
2 𝑅̃ℱ2𝑓(𝑥, 𝑦) = ℱ−1

2 𝑅̃𝑓(𝑝, 𝑞) =

=
1

2𝜋

∫∫
ℝ2

(
2

𝑝2 + 𝑞2 − 2𝑧
𝑓(𝑝, 𝑞)− 2

𝜋
⋅ 1

𝑝2 + 𝑞2 − 2𝑧
⋅ 𝑙
√

(𝑝+ 𝑞)2 − 4𝑧

𝑙 + 2
√
(𝑝+ 𝑞)2 − 4𝑧

×

×
∫
ℝ

1

(𝑝+ 𝑞)2 + 𝑡2 − 4𝑧
𝑓

(
𝑝+ 𝑞 + 𝑡

2
,
𝑝+ 𝑞 − 𝑡

2

)
𝑑𝑡

)
𝑒𝚤𝑝𝑥𝑒𝚤𝑞𝑦𝑑𝑝𝑑𝑞 =

=

∫∫
ℝ2

𝑓(𝑥0, 𝑦0)

∫∫
ℝ2

1

2𝜋2

𝑒𝚤𝑝(𝑥−𝑥0)𝑒𝚤𝑞(𝑦−𝑦0)

𝑝2 + 𝑞2 − 2𝑧
𝑑𝑝𝑑𝑞𝑑𝑥0𝑑𝑦0−

−
∫∫
ℝ2

𝑓(𝑥0, 𝑦0)
1

2𝜋3

∫∫
ℝ2

𝑒𝚤𝑝𝑥𝑒𝚤𝑞𝑦

𝑝2 + 𝑞2 − 2𝑧
⋅ 𝑙
√
(𝑝+ 𝑞)2 − 4𝑧

𝑙 + 2
√
(𝑝+ 𝑞)2 − 4𝑧

𝑒−𝚤 𝑝+𝑞
2

(𝑥0+𝑦0)×

× 𝜋√
(𝑝+ 𝑞)2 − 4𝑧

𝑒−
∣𝑦0−𝑥0∣

2

√
(𝑝+𝑞)2−4𝑧𝑑𝑝𝑑𝑞𝑑𝑥0𝑑𝑦0.
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Учитывая (1), имеем

𝑅𝑓(𝑥, 𝑦) =

∫∫
ℝ2

𝐺0(𝑥, 𝑦, 𝑥0, 𝑦0; 𝑧)𝑓(𝑥0, 𝑦0)𝑑𝑥0𝑑𝑦0−

−
∫∫
ℝ2

𝑓(𝑥0, 𝑦0)
1

2𝜋2

∫∫
ℝ2

𝑒𝚤
𝑠+𝑡
2

𝑥𝑒𝚤
𝑠−𝑡
2

𝑦

𝑠2 + 𝑡2 − 4𝑧
⋅ 𝑙

𝑙 + 2
√
𝑠2 − 4𝑧

𝑒−𝚤 𝑠
2
(𝑥0+𝑦0)×

×𝑒−
∣𝑦0−𝑥0∣

2

√
𝑠2−4𝑧𝑑𝑠𝑑𝑡𝑑𝑥0𝑑𝑦0 =

=

∫∫
ℝ2

𝐺0(𝑥, 𝑦, 𝑥0, 𝑦0; 𝑧)𝑓(𝑥0, 𝑦0)𝑑𝑥0𝑑𝑦0−

−
∫∫
ℝ2

1

2𝜋
𝑓(𝑥0, 𝑦0)

∫
ℝ

𝑙𝑒𝚤
𝑠
2

(
𝑥+𝑦−(𝑥0+𝑦0)

)
(
𝑙 + 2

√
𝑠2 − 4𝑧

)√
𝑠2 − 4𝑧

𝑒−
∣𝑥−𝑦∣+∣𝑥0−𝑦0∣

2

√
𝑠2−4𝑧𝑑𝑠𝑑𝑥0𝑑𝑦0.

Таким образом, функция Грина 𝐺1(𝑥, 𝑦, 𝑥0, 𝑦0; 𝑧) оператора 𝐻1, описывающего по-
ведение двух взамодействующих частиц на прямой, имеет вид

𝐺1(𝑥, 𝑦, 𝑥0, 𝑦0; 𝑧) =
1

𝜋
𝐾0

(√−2𝑧
√

(𝑥− 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2
)
−

− 1

2𝜋

∫
ℝ

𝑙𝑒𝚤
𝑠
2

(
𝑥+𝑦−(𝑥0+𝑦0)

)
(
𝑙 + 2

√
𝑠2 − 4𝑧

)√
𝑠2 − 4𝑧

𝑒−
∣𝑥−𝑦∣+∣𝑥0−𝑦0∣

2

√
𝑠2−4𝑧𝑑𝑠, 𝑧 ∈ ℂ∖[0; +∞).

(5)

3. Поведение двух взаимодействующих частиц в кольце

Аналогично случаю на прямой, строим гамильтониан 𝐻𝑟, описывающий поведение
двух взаимодействующих частиц в кольце (на окружности радиуса 𝜌). Для этого рассмат-
риваем гамильтониан 𝐻𝑟,0, описывающий поведение двух невзаимодействующих частиц в
кольце. Он имеет следующий вид

𝐻𝑟,0 = − 1

2𝜌2

(
∂2

∂𝜑2
1

+
∂2

∂𝜑2
2

)
,

где 𝜌 — радиус кольца, с пространством состояний

𝐷(𝐻𝑟,0) =

{
𝜓 ∈ 𝐻2

(
T2
)
: 𝜓∣𝜑𝑗=−𝜋 = 𝜓∣𝜑𝑗=𝜋,

∂𝜓

∂𝜑𝑗

∣∣∣
𝜑𝑗=−𝜋

=
∂𝜓

∂𝜑𝑗

∣∣∣
𝜑𝑗=𝜋

}
,

здесь T = [−𝜋, 𝜋].
Функцию Грина имеем в виде

𝐺0(𝜑1, 𝜑2, 𝜑
′
1.𝜑

′
2; 𝑧) =

1

2𝜋2

∑
𝑛,𝑚

𝑒𝚤𝑚(𝜑1−𝜑′
1)𝑒𝚤𝑛(𝜑2−𝜑′

2)

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑧𝜌2
. (6)

Оператор 𝐻𝑟, описывающий поведение двух взаимодействующих частиц в кольце,
формально может быть записан в виде

𝐻𝑟 = 𝐻𝑟,0 + 𝑙𝛿 (𝜌(𝜑2 − 𝜑1)) .

Построение оператора𝐻𝑟 производим с помощью техники «сужения — расширения»
симметрических операторов, поэтому рассматриваем сужение 𝑆 оператора 𝐻𝑟,0 на множе-
ство функций, обращающихся в нуль на диагонали конфигурационного пространства, то
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есть
𝐷(𝑆) = {𝜓 ∈ 𝐷(𝐻𝑟,0) : 𝜓(𝜑, 𝜑) = 0, 𝜑 ∈ T} .

Пусть 𝒢 ′ — гильбертово пространство

𝒢 ′ = 𝐻1 (T) ,

тогда справедлива теорема.

Теорема 2. Γ-поле и 𝑄-функция операторов (𝑆,𝐻𝑟0), действуют по правилу

∀𝑓 ∈ 𝒢 ′ Γ(𝑧)𝑓 =

∫
T

𝐺0(𝜑1, 𝜑2, 𝜑
′, 𝜑′; 𝑧)𝑓(𝜑′)𝜌𝑑𝜑′,

𝑄(𝑧)𝑓 =

∫
T

(𝐺0(𝜑, 𝜑, 𝜑
′, 𝜑′; 𝑧)−𝐺0(𝜑, 𝜑, 𝜑

′, 𝜑′;−1))𝑓(𝜑′)𝜌𝑑𝜑′.

Гамильтониан системы — две взаимодействующие частицы в кольце — мы рассмат-
риваем как самосопряженное расширение оператора 𝑆. Обозначим через 𝑅(𝑧), 𝑅𝑟,0(𝑧) ре-
зольвенты 𝐻𝑟 и 𝐻𝑟,0, соответственно, тогда мы можем снова записать формулу Крейна (3) и
ее же в преобразованном виде (3′), только здесь ℱ𝑗 — 𝑗-мерное дискретное преобразование
Фурье на отрезке.

Найдем соответствующие операторы (4).(
𝑄ℱ−1

1

)
𝑓(𝑝) =

∫
T

1

2𝜋2

∑
𝑛,𝑚

𝑒𝚤(𝑛+𝑚)𝜑𝑒−𝚤(𝑛+𝑚)𝜑′

𝑛2 +𝑚2 − 2𝑧𝜌2
1√
2𝜋

∑
𝑝

𝑓(𝑝)𝑒𝚤𝑝𝜑
′
𝜌𝑑𝜑′ =

=
2𝜌

(2𝜋)3/2

∑
𝑛,𝑚

𝑒𝚤(𝑚+𝑛)𝜑 1

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑧𝜌2
𝑓(𝑚+ 𝑛).

𝑄̃𝑓(𝑝) =
1

(2𝜋)1/2

∫
T

2𝜌

(2𝜋)3/2

∑
𝑛,𝑚

𝑒𝚤(𝑚+𝑛)𝜑

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑧𝜌2
𝑓(𝑚+ 𝑛)𝑒−𝚤𝑝𝜑𝑑𝜑 =

=
𝜌

2𝜋
𝑓(𝑝)

∑
𝑛

1(
𝑛− 𝑝

2

)2
+ 𝑝2

4
− 𝑧𝜌2

.

Используя формулы 5.1.25.4 и 5.1.26.1 из [17], находим

𝑄̃𝑓(𝑝) =
𝜌𝑓(𝑝)√
𝑝2 − 4𝑧𝜌2

⎧⎨⎩ cth
(
𝜋
√

𝑝2 − 4𝑧𝜌2/2
)
, 𝑝 = 2𝑚,𝑚 ∈ ℤ,

th
(
𝜋
√

𝑝2 − 4𝑧𝜌2/2
)
, 𝑝 = 2𝑚+ 1, 𝑚 ∈ ℤ.

Получаем, что оператор
(
𝑄̃(𝑧) + 𝐴

)
является оператором умножения, следователь-

но обратный оператор
[
𝑄̃(𝑧) + 𝐴

]−1

действует по правилу[
𝑄̃(𝑧) + 𝐴

]−1

𝑓(𝑝) =
1

𝑎𝑝(𝑧) +
2𝜌
𝑙

𝑓(𝑝) =
𝑙

𝑙𝑎𝑝(𝑧) + 2𝜌
𝑓(𝑝),

где

𝑎𝑝(𝑧) =
𝜌√

𝑝2 − 4𝑧𝜌2

⎧⎨⎩ cth
(
𝜋
√

𝑝2 − 4𝑧𝜌2/2
)
, 𝑝 = 2𝑚,𝑚 ∈ ℤ,

th
(
𝜋
√

𝑝2 − 4𝑧𝜌2/2
)
, 𝑝 = 2𝑚+ 1, 𝑚 ∈ ℤ.
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Вычисляем действие оператора Γ̃.

Γℱ−1
1 𝑓(𝑝) =

∫
T

1

2𝜋2

∑
𝑛,𝑚

𝑒𝚤𝑚(𝜑1−𝜑′)𝑒𝚤𝑛(𝜑2−𝜑′)

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑧𝜌2
1√
2𝜋

∑
𝑝

𝑓(𝑝)𝑒𝚤𝑝𝜑
′
𝜌𝑑𝜑′ =

=
2𝜌

(2𝜋)3/2

∑
𝑛,𝑚

𝑒𝚤𝑚𝜑1𝑒𝚤𝑛𝜑2

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑧𝜌2
𝑓(𝑚+ 𝑛).

Γ̃𝑓(𝑝) =
1

2𝜋

∫∫
T2

2𝜌

(2𝜋)3/2

∑
𝑛,𝑚

𝑒𝚤𝑚𝜑1𝑒𝚤𝑛𝜑2𝑓(𝑚+𝑛)

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑧𝜌2
𝑒−𝚤𝑝𝜑1𝑒−𝚤𝑞𝜑2𝑑𝜑1𝑑𝜑2 =

=

(
2

𝜋

)2
𝜌

𝑝2 + 𝑞2 − 2𝑧𝜌2
𝑓(𝑝+ 𝑞).

Находим действие оператора Γ̃∗.

Γ∗ℱ−1
2 𝑓(𝑝, 𝑞) =

∫∫
T2

1

4𝜋3

∑
𝑛,𝑚

𝑒𝚤𝑚(𝜑−𝜑1)𝑒𝚤𝑛(𝜑−𝜑2)

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑧𝜌2

∑
𝑝,𝑞

𝑓(𝑝, 𝑞)𝑒𝚤𝑝𝜑1𝑒𝚤𝑞𝜑2𝜌2𝑑𝜑1𝑑𝜑2 =

=
𝜌2

𝜋

∑
𝑛,𝑚

𝑒𝚤(𝑚+𝑛)𝜑

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑧𝜌2
𝑓(𝑚,𝑛).

Γ̃∗𝑓(𝑝, 𝑞) =
1

(2𝜋)1/2

∫
T

𝜌2

𝜋

∑
𝑛,𝑚

𝑒𝚤(𝑚+𝑛)𝜑

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑧𝜌2
𝑓(𝑚,𝑛)𝑒−𝚤𝑝𝑥𝑑𝑥 =

=

(
2

𝜋

)1/2∑
𝑚

𝜌2

𝑚2 + (𝑝−𝑚)2 − 2𝑧𝜌2
𝑓(𝑚, 𝑝−𝑚) =

Таким образом, оператор Γ̃
[
𝑄̃ + 𝐴

]−1

Γ̃∗ действует по правилу

Γ̃
[
𝑄̃+ 𝐴

]−1

Γ̃∗𝑓(𝑝, 𝑞) =
2

𝜋
⋅ 𝑙𝜌3

𝑝2 + 𝑞2 − 2𝑧𝜌2
⋅ 1

𝑙𝑎𝑝+𝑞 + 2𝜌
×

∑
𝑚

𝑓(𝑚, 𝑝+ 𝑞 −𝑚)

𝑚2 + (𝑝+ 𝑞 −𝑚)2 − 2𝑧𝜌2
.

Отсюда находим, что оператор Γ [𝑄 + 𝐴]−1 Γ∗ действует по правилу

Γ [𝑄+ 𝐴]−1 Γ∗𝑓(𝜑1, 𝜑2) = ℱ−1
2 Γ̃

[
𝑄̃ + 𝐴

]−1

Γ̃∗ℱ2𝑓(𝜑1, 𝜑2) =

=

∫∫
T2

1

𝜋3

∑
𝑠,𝑡

𝑘𝜌

𝑠2 + 𝑡2 − 4𝑧𝜌2
⋅ 1

𝑘𝑎𝑠 + 2𝜌
𝑒𝚤

𝑠+𝑡
2

𝜑1𝑒𝚤
𝑠−𝑡
2

𝜑2×

×
∑
𝑚

𝑒𝚤(𝜑
′
2−𝜑′

1)𝑚𝑒𝚤𝑠𝜑
′
2

𝑚2 + (𝑠−𝑚)2 − 2𝑧𝜌2
𝑓(𝜑′

1, 𝜑
′
2)𝜌

2𝑑𝜑′
1𝑑𝜑

′
2 =



Квантовое кольцо с проводником: модель двухчастичной задачи 25

Подставляя полученные выражения в формулу (3), находим резольвенту 𝑅 операто-
ра 𝐻𝑟.

𝑅𝑓(𝜑1, 𝜑2) =

∫∫
T2

𝐺0(𝜑1, 𝜑2, 𝜑
′
1, 𝜑

′
2; 𝑧)𝑓(𝜑

′
1, 𝜑

′
2)𝜌

2𝑑𝜑′
1𝑑𝜑

′
2−

−
∫∫
T2

1

𝜋3

∑
𝑠,𝑡

𝑙𝜌

𝑠2 + 𝑡2 − 4𝑧𝜌2
⋅ 1

𝑙𝑎𝑠 + 2𝜌
𝑒𝚤

𝑠+𝑡
2

𝜑1𝑒𝚤
𝑠−𝑡
2

𝜑2×

×
∑
𝑚

𝑒𝚤(𝜑
′
2−𝜑′

1)𝑚𝑒𝚤𝑠𝜑
′
2

𝑚2 + (𝑠−𝑚)2 − 2𝑧𝜌2
𝑓(𝜑′

1, 𝜑
′
2)𝜌

2𝑑𝜑′
1𝑑𝜑

′
2.

Таким образом, функция Грина 𝐺𝑟(𝜑1, 𝜑2, 𝜑
′
1, 𝜑

′
2; 𝑧) оператора 𝐻𝑟, описывающего

поведение двух взамодействующих частиц в кольце, имеет вид

𝐺𝑟(𝜑1, 𝜑2, 𝜑
′
1, 𝜑

′
2; 𝑧) =

1

2𝜋2

∑
𝑛,𝑚

𝑒𝚤𝑚(𝜑1−𝜑′
1)𝑒𝚤𝑛(𝜑2−𝜑′

2)

𝑚2 + 𝑛2 − 2𝑧𝜌2
−

− 1

𝜋3

∑
𝑠,𝑡

𝑙𝜌

𝑠2 + 𝑡2 − 4𝑧𝜌2
⋅ 1

𝑙𝑎𝑠 + 2𝜌2
𝑒𝚤

𝑠+𝑡
2

𝜑1𝑒𝚤
𝑠−𝑡
2

𝜑2×

×
∑
𝑚

𝑒𝚤(𝜑
′
2−𝜑′

1)𝑚𝑒𝚤𝑠𝜑
′
2

𝑚2 + (𝑠−𝑚)2 − 2𝑧𝜌2
𝑧 ∈ ℂ∖[0; +∞).

(7)

4. Двухчастичная модель квантового кольца с проводником

Введем два вспомогательных оператора

𝐻2 = −1

2

(
∂2

∂𝑥2
+

1

𝜌2
∂2

∂𝜑2

)
, 𝐷(𝐻2) =

{
𝜓 ∈ 𝐻2 (ℝ× T)

}
,

𝐻3 = −1

2

(
1

𝜌2
∂2

∂𝜑2
+

∂2

∂𝑥2

)
, 𝐷(𝐻3) =

{
𝜓 ∈ 𝐻2 (T× ℝ)

}
,

описывающих поведение одной из частиц в кольце, а другой — в проводнике.
Конфигурационными пространствами для данных операторов будут цилиндры. С

помощью данных цилиндров будем осуществлять склейку плоскости и тора — конфигура-
ционных пространств для двухчастичных задач на прямой и в кольце, соответственно.

Функции Грина операторов 𝐻2 и 𝐻3 вычисляются аналогично функциям Грина на
плоскости (1) и на торе (6) и имеет вид

𝐺2,3(𝑥, 𝜑, 𝑥
′, 𝜑′; 𝑧) =

1

2𝜋2𝜌

∫
ℝ

∑
𝑚

𝑒𝚤𝑛(𝑥−𝑥′)𝑒𝚤𝑚(𝜑−𝜑′)

𝑛2 + 𝑚2

𝜌2
− 2𝑧

𝑑𝑛. (8)

Будем рассматривать систему, состоящую из квантового кольца и проводника. Схе-
матически такая система изображена на рис. 1.

Пока контакт разомкнут, гамильтониан системы представляет собой прямую сумму

𝐻0 = 𝐻1 ⊕𝐻2 ⊕𝐻3 ⊕𝐻𝑟.

Включение контактов будем моделировать с помощью процедуры «сужение — рас-
ширение». С этой целью рассмотрим сужение

𝑆 = 𝑆1 ⊕ 𝑆2 ⊕ 𝑆3 ⊕ 𝑆𝑟,



26 Еремин Д. А., Попов И.Ю.

РИС. 1. Схематическое изображение системы

где

𝐷(𝑆1) = {𝜓 ∈ 𝐷(𝐻1) : 𝜓(0, 𝑥) = 0, 𝜓(𝑥, 0) = 0},
𝐷(𝑆2) = {𝜓 ∈ 𝐷(𝐻2) : 𝜓(0, 𝜑) = 0, 𝜓(𝑥, 0) = 0},
𝐷(𝑆3) = {𝜓 ∈ 𝐷(𝐻3) : 𝜓(𝜑, 0) = 0, 𝜓(0, 𝑥) = 0},
𝐷(𝑆4) = {𝜓 ∈ 𝐷(𝐻4) : 𝜓(𝜑, 0) = 0, 𝜓(0, 𝜑) = 0}.

Оператор 𝑆 — симметрический, он описывает две частицы в системе изолирован-
ных кольца и канала, имеющих проколы в точках 𝑥 = 0 (в канале) и 𝜑 = 0 (в кольце).
Гамильтониан устройства с включенным контактом следует искать среди самосопряжен-
ных расширений полученного оператора, поэтому воспользуемся формулой Крейна. Введем
для этого дефектные пространства

𝒢1 = 𝐻1(ℝ)×𝐻1(ℝ),

𝒢2 = 𝐻1(ℝ)× 𝐿1(T),

𝒢3 = 𝐻1(T)×𝐻1(ℝ),

𝒢𝑟 = 𝐻1(T)×𝐻1(T).

Тогда отображение

Γ1(𝑧) : 𝒢1 → 𝐿2(ℝ),

определяемое путем

∀𝜉 = (𝜉1, 𝜉2) ∈ 𝒢1 Γ1(𝑧)𝜉 =

(
Γ1
1(𝑧) Γ2

1(𝑧)

)(
𝜉1
𝜉2

)
= Γ1

1(𝑧)𝜉1 + Γ2
1(𝑧)𝜉2,

где через Γ1
1(𝑧) и Γ2

1(𝑧) мы обозначили

Γ1
1(𝑧)𝑓(𝑥, 𝑦) =

∫
ℝ

𝐺1(𝑥, 𝑦, 𝑥
′, 0; 𝑧)𝑓(𝑥′)𝑑𝑥′,

Γ2
1(𝑧)𝑓(𝑥, 𝑦) =

∫
ℝ

𝐺1(𝑥, 𝑦, 0, 𝑦
′; 𝑧)𝑓(𝑦′)𝑑𝑦′,
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представляет собой Γ-функцию Крейна пары операторов (𝑆1, 𝐻1). Соответствующая этой
паре 𝑄-функция Крейна задается оператором

𝑄1(𝑧)𝜉 =

(
𝑄11

1 (𝑧) 𝑄12
1 (𝑧)

𝑄21
1 (𝑧) 𝑄22

1 (𝑧)

)(
𝜉1
𝜉2

)
,

где

𝑄11
1 (𝑧)𝑓(𝑥) =

∫
ℝ

𝐺1(𝑥, 0, 𝑥
′, 0; 𝑧)𝑓(𝑥′)𝑑𝑥′,

𝑄12
1 (𝑧)𝑓(𝑥) =

∫
ℝ

𝐺1(𝑥, 0, 0, 𝑥
′; 𝑧)𝑓(𝑥′)𝑑𝑥′,

𝑄21
1 (𝑧)𝑓(𝑥) =

∫
ℝ

𝐺1(0, 𝑥, 𝑥
′, 0; 𝑧)𝑓(𝑥′)𝑑𝑥′,

𝑄22
1 (𝑧)𝑓(𝑥) =

∫
ℝ

𝐺1(0, 𝑥, 0, 𝑥
′; 𝑧)𝑓(𝑥′)𝑑𝑥′.

Через Γ2(𝑧) и 𝑄2(𝑧) обозначим Γ-функцию и 𝑄-функцию Крейна пары операторов
(𝑆2, 𝐻2):

∀𝜉 = (𝜉1, 𝜉2) ∈ 𝒢2 Γ2(𝑧)𝜉 =

(
Γ1
2(𝑧) Γ2

2(𝑧)

)(
𝜉1
𝜉2

)
= Γ1

2(𝑧)𝜉1 + Γ2
2(𝑧)𝜉2,

здесь

Γ1
2(𝑧)𝑓(𝑥, 𝜑) =

∫
ℝ

𝐺2(𝑥, 𝜑, 𝑥
′, 0; 𝑧)𝑓(𝑥′)𝑑𝑥′,

Γ2
2(𝑧)𝑓(𝑥, 𝜑) =

∫
T

𝐺2(𝑥, 𝜑, 0, 𝜑
′; 𝑧)𝑓(𝜑′)𝜌𝑑𝜑′.

𝑄2(𝑧)𝜉 =

(
𝑄11

2 (𝑧) 𝑄12
2 (𝑧)

𝑄21
2 (𝑧) 𝑄22

2 (𝑧)

)(
𝜉1
𝜉2

)
,

где

𝑄11
2 (𝑧)𝑓(𝑥) =

∫
ℝ

𝐺1(𝑥, 0, 𝑥
′, 0; 𝑧)𝑓(𝑥′)𝑑𝑥′,

𝑄12
2 (𝑧)𝑓(𝑥) =

∫
T

𝐺1(𝑥, 0, 0, 𝜑
′; 𝑧)𝑓(𝜑′)𝜌𝑑𝜑′,

𝑄21
2 (𝑧)𝑓(𝜑) =

∫
ℝ

𝐺1(0, 𝜑, 𝑥
′, 0; 𝑧)𝑓(𝑥′)𝑑𝑥′,

𝑄22
2 (𝑧)𝑓(𝜑) =

∫
T

𝐺1(0, 𝜑, 0, 𝜑
′; 𝑧)𝑓(𝜑′)𝜌𝑑𝜑′.

Для пары операторов (𝑆3, 𝐻3) имеем

∀𝜉 = (𝜉1, 𝜉2) ∈ 𝒢3 Γ3(𝑧)𝜉 =

(
Γ1
3(𝑧) Γ2

3(𝑧)

)(
𝜉1
𝜉2

)
= Γ1

3(𝑧)𝜉1 + Γ2
3(𝑧)𝜉2,
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здесь

Γ1
3(𝑧)𝑓(𝜑, 𝑥) = Γ2

2(𝑧)𝑓(𝑥, 𝜑), Γ2
3(𝑧)𝑓(𝜑, 𝑥) = Γ1

2(𝑧)𝑓(𝑥, 𝜑).

𝑄3(𝑧)𝜉 =

(
𝑄22

2 (𝑧) 𝑄21
2 (𝑧)

𝑄12
2 (𝑧) 𝑄11

2 (𝑧)

)(
𝜉1
𝜉2

)
.

Для Γ𝑟(𝑧) и 𝑄𝑟(𝑧) получаем следующие выражения

∀𝜉 = (𝜉1, 𝜉2) ∈ 𝒢𝑟 Γ𝑟(𝑧)𝜉 =

(
Γ1
𝑟(𝑧) Γ2

𝑟(𝑧)

)(
𝜉1
𝜉2

)
= Γ1

𝑟(𝑧)𝜉1 + Γ2
𝑟(𝑧)𝜉2,

где

Γ1
𝑟(𝑧)𝑓(𝜑1, 𝜑2) =

∫
T

𝐺𝑟(𝜑1, 𝜑2, 𝜑
′, 0; 𝑧)𝑓(𝜑′)𝜌𝑑𝜑′,

Γ2
𝑟(𝑧)𝑓(𝜑1, 𝜑2) =

∫
T

𝐺𝑟(𝜑1, 𝜑2, 0, 𝜑
′; 𝑧)𝑓(𝜑′)𝜌𝑑𝜑′.

𝑄𝑟(𝑧)𝜉 =

(
𝑄11

𝑟 (𝑧) 𝑄12
𝑟 (𝑧)

𝑄21
𝑟 (𝑧) 𝑄22

𝑟 (𝑧)

)(
𝜉1
𝜉2

)
,

где

𝑄11
𝑟 (𝑧)𝑓(𝜑) =

∫
T

𝐺𝑟(𝜑, 0, 𝜑
′, 0; 𝑧)𝑓(𝜑′)𝜌𝑑𝜑′,

𝑄12
𝑟 (𝑧)𝑓(𝜑) =

∫
T

𝐺𝑟(𝜑, 0, 0, 𝜑
′; 𝑧)𝑓(𝜑′)𝜌𝑑𝜑′,

𝑄21
𝑟 (𝑧)𝑓(𝜑) =

∫
T

𝐺𝑟(0, 𝜑, 𝜑
′, 0; 𝑧)𝑓(𝜑′)𝜌𝑑𝜑′,

𝑄22
𝑟 (𝑧)𝑓(𝜑) =

∫
T

𝐺𝑟(0, 𝜑, 0, 𝜑
′; 𝑧)𝑓(𝜑′)𝜌𝑑𝜑′.

Для пары операторов (𝑆,𝐻) Γ-функция и 𝑄-функция Крейна задаются прямыми
суммами

Γ(𝑧) = Γ1(𝑧)⊕ Γ2(𝑧)⊕ Γ3(𝑧)⊕ Γ𝑟(𝑧),

𝑄(𝑧) = 𝑄1(𝑧)⊕𝑄2(𝑧)⊕𝑄3(𝑧)⊕𝑄𝑟(𝑧).

Как упоминалось выше, гамильтониан системы — кольцо с двумя присоединенными
каналами — мы рассматриваем как самосопряженные расширения оператора 𝑆. Обозначим
это расширение через𝐻 , а через𝑅(𝑧) — его резольвенту, тогда по формуле Крейна получаем

𝑅(𝑧) = 𝑅0(𝑧)− Γ(𝑧) [𝑄(𝑧) + 𝐴]−1 Γ∗(𝑧), (9)

здесь 𝐴 — эрмитов оператор в пространстве 𝒢 = 𝒢1 ⊕ 𝒢2 ⊕ 𝒢3 ⊕ 𝒢𝑟, параметризующий
самосопряженные расширения оператора 𝑆. Он описывает характеристики контакта и его
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вид определяется условиями Кирхгофа:⎧⎨⎩

𝑓1(𝑥, 0) = 𝛼
(

∂𝑓1(𝑥,0)
∂𝑦+

− ∂𝑓1(𝑥,0)
∂𝑦−

)
+ 𝛽
(

∂𝑓2(𝑥,0)
∂𝜑+

− ∂𝑓2(𝑥,0)
∂𝜑−

)
,

𝑓1(0, 𝑦) = 𝛼
(

∂𝑓1(0,𝑦)
∂𝑥+

− ∂𝑓1(0,𝑦)
∂𝑥−

)
+ 𝛽
(

∂𝑓3(0,𝑦)
∂𝜑+

− ∂𝑓3(0,𝑦)
∂𝜑−

)
,

𝑓2(𝑥, 0) = 𝛽
(

∂𝑓1(𝑥,0)
∂𝑦+

− ∂𝑓1(𝑥,0)
∂𝑦−

)
+ 𝛾
(

∂𝑓2(𝑥,0)
∂𝜑+

− ∂𝑓2(𝑥,0)
∂𝜑−

)
,

𝑓2(0, 𝜑) = 𝜇
(

∂𝑓2(0,𝜑)
∂𝑥+

− ∂𝑓2(0,𝜑)
∂𝑥−

)
+ 𝜂
(

∂𝑓4(0,𝜑)
∂𝜑1+

− ∂𝑓4(0,𝜑)
∂𝜑1−

)
,

𝑓3(𝜑, 0) = 𝜇
(

∂𝑓3(𝜑,0)
∂𝑦+

− ∂𝑓3(𝜑,0)
∂𝑦−

)
+ 𝜈
(

∂𝑓4(𝜑,0)
∂𝜑2+

− ∂𝑓4(𝜑,0)
∂𝜑2−

)
,

𝑓3(0, 𝑦) = 𝛽
(

∂𝑓1(0,𝑦)
∂𝑥+

− ∂𝑓2(0,𝑦)
∂𝑥−

)
+ 𝛾
(

∂𝑓4(0,𝜑)
∂𝜑1+

− ∂𝑓4(0,𝜑)
∂𝜑1−

)
,

𝑓4(𝜑, 0) = 𝜂
(

∂𝑓3(𝜑,0)
∂𝑦+

− ∂𝑓3(𝜑,0)
∂𝑦−

)
+ 𝜈
(

∂𝑓4(𝜑,0)
∂𝜑2+

− ∂𝑓4(𝜑,0)
∂𝜑2−

)
,

𝑓4(0, 𝜑) = 𝜂
(

∂𝑓2(0,𝜑)
∂𝑥+

− ∂𝑓2(0,𝜑)
∂𝑥−

)
+ 𝜈
(

∂𝑓4(0,𝜑)
∂𝜑1+

− ∂𝑓4(0,𝜑)
∂𝜑1−

)
,

поэтому матрицу 𝐴 следует выбрать в виде

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼 0 𝛽 0 0 0 0 0
0 𝛼 0 0 0 𝛽 0 0
𝛽 0 𝛾 0 0 0 0 0
0 0 0 𝜇 0 0 0 𝜂
0 0 0 0 𝜇 0 𝜂 0
0 𝛽 0 0 0 𝛾 0 0
0 0 0 0 𝜂 0 𝜈 0
0 0 0 𝜂 0 0 0 𝜈

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (10)

где внедиагональные элементы характеризуют идеальность контакта, а диагональные эле-
менты — степень отклонения контакта от идеального.

5. Исследование модели на дополнительные энергетические уровни

Из формулы Крейна (9) следует, что в спектр оператора 𝐻 дополнительно войдут
те 𝑧, при которых оператор 𝑄(𝑧) + 𝐴 необратим. Рассмотрим случай идеального контакта,
то есть когда диагональные элементы матрицы 𝐴 равны нулю, а внедиагональные — равны
между собой (пусть для определенности они равны 𝛽). Фактически, это будет означать, что
при попадании частицы в контакт, она переходит из одной структуры в другую.

В этом случае основной энергетический уровень соответствующей одночастичной
задачи может быть найден из уравнения

− 1

2𝑧
cth
(
𝜋𝜌

√−𝑧
)− 𝛽2 = 0.

Сравнивая численно полученное значение основного энергетического уровня двух-
частичной задачи с основным энергетическим уровнем одночастичной задачи в зависимо-
сти от различных значений параметра 𝛽, можно сделать вывод, что при уменьшении (уве-
личении) значения параметра 𝛽, основной энергетический уровень двухчастичной задачи
уменьшается(увеличивается), при этом аналогичное поведение наблюдается и у основно-
го энергетического уровня одночастичной модели. Более того, основные энергетические
уровни двухчастичной и одночастичной моделей отличается в два раза, что объясняется
увеличением количества частиц.

Далее на рис. 2 и 3 представлены численно полученные энергетические уровни двух-
частичных моделей с взаимодействием частиц и без него. Полагается, что 𝛽 = 0.1, 𝜌 = 1.
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РИС. 2. Энергетические уровни двухчастичной модели с взаимодействием частиц

РИС. 3. Энергетические уровни двухчастичной модели без взаимодействия частиц
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Из данных графиков видно, что взаимодействие частиц приводит к расслоению
энергетических уровней системы.

Работа поддержана в рамках программ «Развитие научного потенциала высшей шко-
лы России» (проект 2.1.1/4215), «Научные и научно-педагогические кадры инновационной
России» (контракты P689 NK-526P и 14.740.11.0879) и грантом 11-08-00267 РФФИ.
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