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Исследована релаксация малого локального возмущения плоской поверхности высоковязкой жидкости беско-

нечной глубины под действием силы тяжести и поверхностного натяжения. Получено аналитическое решение
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1. Введение

Квазистационарное приближение Стокса [1] используется при расчете вязких тече-
ний с малыми числами Рейнольдса. Я. И. Френкель впервые использовал это приближение
для описания течения со свободными границами [2]. Это приближение используется для
описания разрушения пузырей [3], формирования каспа на поверхности жидкости [4, 5],
коалесценции жидких частиц [6], в некоторых задачах нанофлюидики [7].

Идея использовать это приближение для описания волн на поверхности жидкости
впервые была высказана Ламбом [8]. Левич [9] использовал приближение Стокса для опи-
сания релаксации малых гармонических возмущений свободной поверхности. В настоя-
щей работе, вслед за [10], исследуется эволюция малых возмущений поверхности жид-
кости. Получено уравнение для эволюции Фурье-образа возмущения. Предложен метод
качественного анализа пространственно-временной картины релаксации возмущений. Вы-
явлены особенности релаксации длинноволновых и коротковолновых возмущений. Полу-
ченные закономерности согласуются с результатами точного решения задачи.

2. Уравнение эволюции формы поверхности

Рассмотрим полупространство, заполненное вязкой несжимаемой ньютоновой жид-
костью постоянной вязкости. Пусть в начальный момент плоская граница полупростран-
ства получила малое локальное возмущение. Будем изучать эволюцию этого возмущения
под действием силы тяжести, внешней распределенной силы, заданной на свободной по-
верхности и распределенного массового потока на этой поверхности.

Введем прямоугольную систему координат с осями (x1, x2), расположенными
на невозмущенной поверхности и осью x⊥ направленной вдоль внешней нормали к ней.
Тогда возмущение поверхности можно задать в виде x⊥ = h (x, t), где x — вектор с компо-
нентами x1, x2, t — время. Запишем уравнения движения в приближении Стокса, уравнение
неразрывности, уравнение для перенормированного давления Π = P − ρgx⊥ (где P — ис-
тинное давление), граничные и начальные условия в виде
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

∂2⊥⊥V⊥ + ∂2ββV⊥ =
1

µ
∂⊥Π,

∂2⊥⊥Vα + ∂2ββVα =
1

µ
∂αΠ,

∂⊥V⊥ + ∂βVβ = 0,

∂2⊥⊥Π + ∂2ββΠ = 0,

(1)

(−Π + 2µ∂⊥V⊥)|x⊥=0
= σ∂2ββh− ρgh+ f⊥, µ (∂αV⊥ + ∂⊥Vα)|x⊥=0

= fα,
V⊥

Vα

Π


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x⊥→−∞

= 0, (2)

где Vα, V⊥ и fα, f⊥ — составляющие скорости и внешней силы, µ, ρ и σ — динамиче-
ская вязкость, плотность и коэффициент поверхностного натяжения жидкости, по дважды
повторяющимся индексам предполагается суммирование.

Уравнение эволюции свободной границы имеет вид

∂th = V⊥|x⊥=0
+W, (3)

где W описывает влияние внешнего массового потока на скорость движения свободной
поверхности.

Применяя к (1) – (3) двумерное преобразование Фурье по продольным координатам

fk =

∫
f (x) e−ikxd2x

имеем 

∂2⊥⊥V⊥k − k2V⊥k =
1

µ
∂⊥Πk,

∂2⊥⊥Vαk − k2Vαk =
ikα
µ

Πk,

∂⊥V⊥ + ikβVβk = 0,

∂2⊥⊥Πk − k2Πk = 0,

(4)

(−Πk + 2µ∂⊥V⊥k)|x⊥=0
= −

(
σk2 + ρg

)
hk + f⊥k, µ (ikαV⊥k + ∂⊥Vαk)|x⊥=0

= fαk,
V⊥k

Vαk

Πk


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x⊥→−∞

= 0, (5)

∂thk = V⊥k|x⊥=0
+Wk. (6)

Введем теперь продольную V
‖
k и поперечную V ⊥k по отношению к волновому век-

тору k составляющую Фурье-образа продольной скорости

Vαk =
kα
k
V
‖
k + V ⊥αk, V

‖
k =

kβ
k
Vβk, V ⊥αk =

(
δαβ −

kαkβ
k2

)
Vαk.

Тогда (4), (5) можно переписать в виде
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

∂2⊥⊥V⊥k − k2V⊥k =
1

µ
∂⊥Πk,

∂2⊥⊥V
‖
k − k

2V
‖
k =

ik

µ
Πk,

∂2⊥⊥V
⊥
αk − k2V ⊥αk = 0,

∂⊥V⊥ + ikV
‖
k = 0,

∂2⊥⊥Πk − k2Πk = 0,

(7)

(−Πk + 2µ∂⊥V⊥k)|x⊥=0
= −

(
σk2 + ρg

)
hk + f⊥k,

µ
(
ikV⊥k + ∂⊥V

‖
k

)∣∣∣
x⊥=0

= f
‖
k , µ ∂⊥V

⊥
αk

∣∣
x⊥=0

= f⊥αk,
V⊥k

V
‖
k

V ⊥αk

Πk



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x⊥→−∞

= 0. (8)

Из уравнения неразрывности сразу получаем

V
‖
k =

i

k
∂⊥V⊥k. (9)

Тогда, с учетом уравнения для давления, граничное условие по касательному на-
пряжению принимает вид (

2µk2V⊥k + ∂⊥Πk

)∣∣
x⊥=0

= −ikf ‖k. (10)

Представляя Фурье-образ нормальной составляющей скорости в виде

V⊥k = Ṽ⊥k +
x⊥
2µ

Πk, (11)

запишем (7), (8) в расщепленной форме

∂2⊥⊥Ṽ⊥k − k2Ṽ⊥k = 0, (12)

2µ∂⊥Ṽ⊥k

∣∣∣
x⊥=0

= −
(
σk2 + ρg

)
hk + f⊥k, Ṽ⊥k

∣∣∣
x⊥→−∞

= 0,

∂2⊥⊥V
⊥
αk − k2V ⊥αk = 0, (13)

µ∂⊥V
⊥
αk

∣∣
x⊥=0

= f⊥αk, V ⊥αk
∣∣
x⊥→−∞

= 0,

∂2⊥⊥Πk − k2Πk = 0, (14)

∂⊥Πk|x⊥=0
= −ikf ‖k − 2µk2 Ṽ⊥k

∣∣∣
x⊥=0

.

Интегрируя (12) – (14) и используя (9), (11), получаем

V⊥k = − 1

2µk

{
(1− kx⊥)

[(
σk2 + ρg

)
hk − f⊥k

]
+ ikβx⊥fβk

}
ekx⊥ , (15)

Vαk =
1

µk

{
kα
2k

[
ikx⊥

((
σk2 + ρg

)
hk − f⊥k

)
+ (1− kx⊥)

kβ
k
fβk

]
+ fα

}
ekx⊥ , (16)
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Πk =

[(
σk2 + ρg

)
hk − f⊥k − i

kβ
k
fβk

]
ekx⊥ . (17)

Видно, что возмущения скорости и давления убывают с глубиной, причем гармони-
ка с волновым числом k возмущает жидкость в слое с характерной глубиной k−1. На по-
верхности жидкости, при x⊥ = 0, имеем

V⊥k0 = − 1

2µk

[(
σk2 + ρg

)
hk − f⊥k

]
, Vαk =

1

µk

(
kαkβ
2k2

fβk + fαk

)
,

Πk0 =

[(
σk2 + ρg

)
hk − f⊥k − i

kβ
k
fβk

]
.

(18)

Из (18) видно, что продольная составляющая внешней силы не оказывает влияния
на перпендикулярную составляющую скорости, но определяет продольную скорость на по-
верхности. При отсутствии продольной составляющей внешней силы, продольная скорость
на свободной поверхности обращается в нуль.

На основании (6), (18) уравнение движения свободной поверхности можно записать
в виде

∂thk +
1

2µk

(
σk2 + ρg

)
hk =

1

2µk
f⊥k +Wk. (19)

3. Релаксация начального возмущения поверхности жидкости

3.1. Точное решение

Рассмотрим эволюцию начального возмущения поверхности при отсутствии внеш-
ней силы и массового потока на границе. В этом случае уравнение (19) принимает вид

∂thk +
1

2µk

(
σk2 + ρg

)
hk = 0. (20)

Интегрируя (20) с начальным условием hk|t=0 = h0k, получаем

hk = h0ke
−t/T (k), T (k) =

2µk

σk2 + ρg
. (21)

При k → 0 и k → ∞ характерное время затухания T (k) гармоники с волновым
числом k стремится к нулю за счет силы тяжести и поверхностного натяжения соответ-
ственно. При k = k∗ = (ρg/σ)1/2 время затухания приобретает максимальное значение
T∗ = µ/ (ρgσ)1/2. Малое время затухания высокочастотных гармоник означает, что силы
поверхностного натяжения приводят к быстрому сглаживанию резких неоднородностей
возмущения. С другой стороны, T |k=0 = 0. Учитывая, что

hk|k=0 =

∫
h (x, t) d2x (22)

представляет собой «объем возмущения», видим, что эта величина, вообще говоря, отлич-
ная от нуля для произвольного начального возмущения, мгновенно становится (и в даль-
нейшем поддерживается) равной нулю за счет действия силы тяжести. Мгновенность этого
процесса определяется использованием в расчетах квазистационарного приближения Сток-
са. Подробное обсуждение этого вопроса смотри в [10].
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Возвращаясь к случаю произвольных волновых чисел, проведем анализ эволюции
формы возмущения h (x, t). Для удобства рассмотрения введем безразмерные переменные

τ = t/T∗, θ = T/T∗, ξ = k∗x, κ = k/k∗. (23)

Тогда (21) приобретает вид

hκ = h0κe
−τ/θ(κ), θ(κ) =

2κ

κ2 + 1
, (24)

где

hκ =

∫
e−iκξh (ξ, τ) d2ξ.

Обращая (24) по Фурье, имеем

h (ξ, τ) =

∫
g (ξ − ξ′, τ)h0 (ξ′) d2ξ′, (25)

где

g (ξ, τ) =

∫
eiκξ−τ/θ(κ)

d2κ

(2π)2
. (26)

Выражения (25), (26) позволяют рассчитать форму возмущения в произвольный
момент времени по начальной форме возмущения. Для качественного описания релаксации
начального возмущения удобно вернуться к исходному выражению (24). Тогда имеем

h (ξ, τ) =

∫
eiκξh0κe

−τ/θ(κ) d
2κ

(2π)2
, θ (κ) =

2κ

κ2 + 1
. (27)

Из (27) видно, что конфигурация возмущения в момент времени τ определяется
Фурье-образом начального возмущения h0κ и множителем e−τ/θ(κ). Максимальное значение
этого множителя равно e−τ и соответствует k = 1. Пусть k1,2 (τ) — значения k, при которых
функция e−τ/θ(κ) принимает значение, в e раз меньшее максимального — см. Рис. 1.

Решая уравнение
τ

θ (k)
= τ + 1, получаем

РИС. 1. График функции e−τ/θ(κ)при τ = 1 и ее аппроксимация ступенчатой функцией
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κ1,2 =
1

τ

(
τ + 1±

√
2τ + 1

)
. (28)

При τ → 0, κ1 =
τ

2
, κ2 =

2

τ
. При τ →∞, κ1,2 = 1∓

√
2

τ
.

3.2. Качественное описание процесса релаксации возмущения

Для качественной оценки эволюции возмущения заменим функцию e−τ/θ(κ) на сту-
пенчатую функцию f (τ, κ), равную нулю при κ < κ1 (τ) и при κ > κ2 (τ). В интервале
κ1 (τ) 6 k 6 k2 (τ) эта функция равна e−τ — см. Рис. 1.

f (κ, τ) = e−τϑ (κ− κ1 (τ))ϑ (κ2 (τ)− κ) ,

где ϑ (x) — ϑ-функция Хевисайда.
Возвращаясь к выражению (28) видим, что эволюцию возмущения можно рассмат-

ривать как результат обрезания Фурье-образа начального возмущения. Рассматриваемая
система ведет себя как своеобразный фильтр, «вырезая»из спектра волновых чисел на-
чального возмущения кольцевую область с характерными размерами κ1 (τ) 6 |κ| 6 κ2 (τ).
Одновременно амплитуда Фурье-образа возмущения падает как e−τ . Видно, что ширина
кольцевой области с течением вращения падает, сначала быстро — в основном за счет
уменьшения внешнего радиуса кольца κ2, затем медленно — за счет симметричного воз-
растания κ1 и убывания κ2. При больших временах кольцо локализуется в окрестности

окружности радиуса κ = 1 и имеет характерную ширину ∆κ = 2

√
2

τ
. Указанный процесс

фильтрации определяет качественные особенности релаксации начального возмущения.
Пространственная фильтрация Фурье-образа начального возмущения со стороны

малых волновых чисел эквивалентна добавлению к нему, с обратным знаком, части, ло-
кализованной в круге радиуса κ1. Это приводит к вычитанию из начального возмущения
соответствующего прообраза по Фурье, локализованного в координатном представлении,

в круге радиуса ξ1 =
2π

κ1
. При τ → 0, ξ1 =

4π

τ
→ ∞. Такое дальнодействующее вли-

яние исходного возмущения определяется действием силы тяжести. Это наглядно вид-
но при переходе и размерным перемещениям: радиус дальнодействующего возмущения

r1 =
ξ1
k∗

=
4πµ

ρgt
. Образно говоря, возмущение тонет в окружающей жидкости, искажая

форму ее поверхности на большом расстоянии.
Локализация Фурье-образа возмущения в круге радиуса κ2 приводит к расширению

его внешней границы, в координатном представлении, до окружности радиуса ξ2 =
2π

κ2
.

В размерных переменных r2 =
ξ2
k∗

=
πσt

µ
, т.е. указанный эффект связан с действием сил

поверхностного натяжения.
Для оценки значения возмущения в начале координат воспользуемся тем фактом,

что

h (0, τ) =

∫
hκ (τ)

d2κ

(2π)2
.

Тогда
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h (0, τ) '
∫

κ1(τ)6|κ|6κ2(τ)

h0κ
d2κ

(2π)2
.

Сформулированные выше приближенные утверждения основаны на замене реаль-
ной функции e−τ/θ(κ) на ступенчатую. Поэтому можно ожидать лишь приближенного соот-
ветствия между описанием, основанном на этих утверждениях, и ходом реального процес-
са релаксации возмущения.

Рассмотрим подробнее релаксацию возмущений, имеющих различный простран-
ственный масштаб и форму. Для иллюстрации выявляемых качественных закономерностей
будем использовать графики, получаемые на основании точного решения (25), (27).

3.3. Релаксация длинноволнового возмущения под действием силы тяжести

Если характерный безразмерный масштаб области, занятой возмущением L� 1, то

Фурье-образ этого возмущения сосредоточен в области с характерным размером
2π

L
� 1.

Релаксация такого возмущения на начальном этапе определяется, в основном, фильтра-
цией его Фурье-образа со стороны малых волновых чисел, т.е. действием силы тяжести.
При этом, как было показано выше, к начальному возмущению добавляется, взятый с об-
ратным знаком, прообраз части Фурье-образа начального возмущения, лежащей в круге
радиуса κ1 (τ). В координатном представлении эта добавка сосредоточена в круге радиуса
ξ1 = 2π/κ1 (τ) и имеет амплитуду

∆h (0, τ) '
∫

|κ|6κ1(τ)

h0κ
d2κ

(2π)2
.

На начальной стадии процесса релаксации, когда κ1 � 2π/L, соответственно ξ1 � L,

∆h (0, τ) ' 1

4π
κ21 (τ) h0κ

∣∣
κ=0

=
τ 2

16π

∫
h0 (ξ) d2ξ.

За счет такой длинноволновой добавки исходное возмущение опускается (при поло-
жительном объеме возмущения) на ∆h (τ), практически без искажения формы. Вне обла-
сти начального возмущения возникает дополнительное возмущение, имеющее амплитуду
∆h (τ) и радиус затухания ξ1 (τ). При больших временах форма дополнительного возму-
щения несколько искажается, его радиус уменьшается и становится соизмеримым с разме-
рами начального возмущения. К моменту τ1 = 4π/L, когда κ1 = 2π/L, процесс релаксации
возмущения в основном заканчивается. Для иллюстрации указанных эффектов на Рис. 2,3
представлена релаксация осесимметричного длинноволнового возмущения.

Если характерные размеры начального возмущения в двух взаимно перпендикуляр-
ных направлениях сильно различаются, то эволюция такого возмущения, как и в рассмат-
риваемом выше случае, определяется, в основном, действием силы тяжести, однако про-
цесс релаксации происходит несколько сложнее. Отметим, что для возмущения, вытянутого
вдоль оси ξ1, (L1 � L2 � 1) область локализации Фурье-образа имеет обратное соотноше-

ние размеров 2π/L1 � 2π/L2. Удаление из спектра возмущения круга радиусом κ1 (τ) =
τ

2
приводит, на начальном этапе, к образованию симметричного длинноволнового возмуще-

ния радиуса 4π/τ и амплитуды ∆h =
τ 2

16π

∫
h0 (ξ) d2ξ. На этом этапе различие поперечных

масштабов возмущения не сказывается практически на характере его эволюции. Возмуще-
ние оседает как целое, причем его амплитуда убывает по закону h (0, τ) = h0 (0)−∆h (τ).
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РИС. 2. Релаксация длинноволнового осесимметричного возмущения. На-
чальная форма возмущения h0 = h0 (0) e−ξ

2/L2
, L = 20; 1 — τ = 0; 2 —

τ = 0, 1; 3 — τ = 0, 6

РИС. 3. Убывание амплитуды длинноволнового осесимметричного возмуще-
ния. Начальная форма возмущения h0 = h0 (0) e−ξ

2/L2
, L = 20
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С момента τ = 4π/L1, когда κ1 (τ) = 2π/L1, область дальнего влияния возмущения
теряет круговую симметрию. В направлении оси ξ1 ее масштаб ξ∗1 становится, и в даль-
нейшем поддерживается, равным L1, а вдоль оси ξ2 эта область продолжает сжиматься
по закону ξ∗2 = 4π/τ . При этом амплитуда возмущения начинает убывать по линейному

закону h (0, τ) = h0 (0)−∆h (τ), ∆h =
τ

4πL1

∫
h0 (ξ) d2ξ.

К моменту τ = 4π/L2, когда κ1 (τ) = 2π/L1 возмущение практически затухает.
На Рис. 4 представлена характерная конфигурация длинноволнового возмущения, масшта-
бы которого по двум осям существенно различаются.

РИС. 4. Конфигурация длинноволнового неосесимметричного возмуще-
ния в момент времени τ = 0, 04. Начальная форма возмущения

h0 = h0 (0) exp

(
− ξ

2
1

L2
1

− ξ22
L2
2

)
, L1 = 100, L2 = 20

3.4. Релаксация коротковолнового возмущения под действием капиллярных сил

Иной характер имеет эволюция возмущения с масштабом L � 1. Фурье-образ это-
го возмущения сосредоточен в области с характерным размером 2π/L� 1. В этом слу-
чае эволюция возмущения на начальной стадии происходит, как и в случае возмущений
с большим масштабом, за счет фильтрации его Фурье-образа со стороны малых волновых
чисел. Однако, вклад этой области в суммарную амплитуду возмущения мал, и поэтому
эффекты оседания возмущения и образования области дальнего влияния, в данном слу-
чае, несущественны. Релаксация коротковолнового возмущения определяется, в основном,
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действием сил поверхностного натяжения, т.е. фильтрацией его Фурье-образа со сторо-
ны больших волновых чисел. Процесс релаксации начинается с момента τ = L/π, когда
κ2 = 2π/L. При этом размер области, занятой возмущением, начинает возрастать по закону

ξ (τ) = 2π/κ2 = πτ , а его амплитуда убывает, на начальной стадии, как
1

πτ 2

∫
h0 (ξ) d2ξ.

Характерное время затухания возмущения порядка единицы.

На Рис. 5 представлена релаксация коротковолнового осесимметричного возмуще-
ния.

РИС. 5. Релаксация коротковолнового осесимметричного возмущения. На-
чальная форма возмущения h0 = h0 (0) e−ξ

2/L2
, L = 0, 1; 1 — τ = 0; 2 —

τ = 0, 1, 3 — τ = 0, 2

Остановимся, наконец, на описании релаксации мелкомасштабного возмущения с су-
щественно различными масштабами вдоль осей ξ1 и ξ2: L2 � L1 � 1. Эволюция такого
возмущения начинается с момента τ = L2/π, при этом его масштаб в направлении оси ξ2
начинает возрастать, как πτ , а в направлении оси ξ1 меняется слабо. При этом амплитуда

возмущения убывает по закону h (0, τ) =
2

πL1τ

∫
h0 (ξ) d2ξ. С момента τ = L1/π масшта-

бы возмущения по направлению обеих осей становятся соизмеримыми. С этого момента
возмущение становится осесимметричным, а его радиус растет как πτ . Амплитуда возму-

щения при этом падает быстрее, чем на первом этапе: h (0, τ) =
1

πτ 2

∫
h0 (ξ) d2ξ. Процесс

релаксации заканчивается, в основном, к моменту τ = 1. На Рис. 6 представлена карти-
на релаксации коротковолнового неосесимметричного возмущения. Видно, что с течением
времени возмущение приобретает осевую симметрию.
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РИС. 6. Конфигурация коротковолнового неосесимметричного возмущения.

Начальная форма возмущения h0 = h0 (0) exp
(
− ξ21
L2
1
− ξ22

L2
2

)
, L1 = 0, 2;

L2 = 0, 02; a — τ = 0, 02; б — τ = 0, 2

4. Заключение

Теоретически исследован процесс релаксации малого возмущения плоской поверх-
ности вязкой несжимаемой жидкости под действием капиллярных и гравитационных сил.
Предложен метод качественного анализа конфигурации возмущения, основанный на про-
странственной фильтрации Фурье-образа исходного возмущения. Показано, что под дей-
ствием силы тяжести вокруг исходного возмущения возникает дополнительное длинновол-
новое возмущение, которое обеспечивает нулевой суммарный объем суммарного возмуще-
ния. Капиллярные силы приводят к возрастанию размера области, занятой возмущением.

Работа поддержана ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры инновационной
России на 2009–2013 годы» (контракты NK-526P, 14.740.11.0879, 16.740.11.0030) и грантом
11-08-00267 РФФИ.
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