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В работе проведено молекулярно-динамическое исследование коэффициента теплового расширения (ктр) на-

нокластеров меди сферической и кубической формы в широком диапазоне размеров. Для этого был проведен

нагрев нанокластера методом стохастических сил. При этом через определенное число шагов по времени

проводился расчет ряда характеристик, в том числе найдены линейные размеры исследуемой наноструктуры,

ее объем и температура. Далее были найдены значения ктр, построены его зависимости от размера и формы

наностуктуры. Показано, что коэффициент теплового расширения зависит от размера наноструктуры и с

увеличением размера приближается к экспериментальному значению для макрообразцов.
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1. Введение

Коэффициент теплового расширения является одной из важнейших термодинами-
ческих характеристик материалов и до недавнего времени его находили исключительно
из экспериментальных исследований. С появлением высокопроизводительных (мощных)
электронно-вычислительных систем получил развитие метод молекулярной динамики, ко-
торый, при наличии потенциалов межатомного взаимодействия для вещества, позволяет
численно рассчитывать и эту характеристику материалов. До настоящего времени коэф-
фициент теплового расширения находился методом молекулярной динамики для систем с
использованием периодических граничных условий (см., например, [1–3]). А это означает,
что моделировалась макросистема и найденный коэффициент не описывает свойства нано-
структур. В то же время, авторы работы [4] на основе анализа экспериментальных данных
сделали предположение об определяющей роли различия коэффициентов теплового расши-
рения твердой и жидкой фаз металла при кристаллизации. Ими был предложен следующий
механизм кристаллизации. Кристаллические кластеры с размерами порядка нанометров, яв-
ляющиеся зародышами кристаллизации [5], имеют коэффициенты теплового расширения
примерно на порядок больше аналогичной характеристики жидкой фазы. При понижении
температуры расплава кристаллические кластеры уменьшают свои размеры больше, чем
окружающая жидкая фаза. Это обусловливает возникновение градиента напряжений в объ-
еме, изменяющего процесс диффузии атомов из жидкой фазы к кристаллическому кластеру,
что в свою очередь значительно влияет на сам процесс кристаллизации.

Поставленная проблема определила необходимость исследования зависимости ко-
эффициента теплового расширения металлических нанокластеров от размеров и формы. В
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работе проведены расчеты для сферических и кубических нанокластеров меди с размерами
до 9 нм.

2. Физическая система

Для исследования влияния размера и формы наноструктур на термодинамические
свойства проведен молекулярно-динамический расчет коэффициента теплового расшире-
ния кластеров меди сферической и кубической формы, имеющих ГЦК-структуру. Выбрана
ориентация кристаллов [100]. Размеры радиусов наносфер варьируются от 20 до 90 Å, а
размеры ребер кубов — от 40 до 120 Å. Как известно, свойства металлов можно описать
только с помощью многочастичных потенциалов межатомного взаимодействия. В связи
с этим Доу и Баскесом [6,7] был предложен многочастичный потенциал взаимодействия
атомов в металлах с гранецентрированной кубической решеткой, который рассчитывает-
ся в приближении так называемого «метода внедренного атома» (МВА). В данном случае
выражение для потенциальной энергии имеет следующую форму:

𝑈 =
∑
𝑖

𝐹𝑖 (𝜌𝑖) +
1

2

∑
𝑖

∑
𝑗 ∕=𝑖

𝜙𝑖𝑗 (𝑟𝑖𝑗),

где 𝜌𝑖 — электронная плотность в месте расположения атома с номером 𝑖, вызванная при-
сутствием остальных атомов в системе. Для ее расчета использовались усредненные по
углу электронные плотности свободных атомов 𝑓𝑖 (𝑟), вычисленные при помощи теории
Хартри—Фока. Таким образом электронная плотность будет иметь вид:

𝜌𝑖 =
∑
𝑗 ∕=𝑖

𝑓𝑗 (𝑟𝑖𝑗).

Парные потенциалы описывают отталкивание атомов:

𝜙𝑎𝑏 (𝑟) =
𝑍𝑎 (𝑟)𝑍𝑏 (𝑟)

𝑟
,

а эффективный заряд атома 𝑍𝑎 (𝑟) монотонно уменьшается с увеличением расстояния за
счет экранировки. Зависимость 𝐹 (𝜌) вытекает из условия удовлетворения системы уни-
версальному уравнению состояния, предложенному в [8], согласно которому связь между
когезионной энергией и объемом ячейки Вигнера-Зейца для широкого класса веществ опи-
сывается универсальной зависимостью с привлечением всего двух параметров.

Развитием идей Доу и Баскеса явилась разработка значительного количества по-
тенциальных функций типа МВА для целого ряда ГЦК металлов и их сплавов, что дало
возможность исследовать их объемные, поверхностные свойства, такие как поверхностная
релаксация решетки, свойства жидкого состояния [9]. Авторы [10] придали МВА потенци-
алу твердый теоретический базис.

Однако, для более точного описания энергетики дефектов упаковки в кристалле,
потенциальные функции должны учитывать взаимодействие атомов в первых трех коорди-
национных сферах. Это связано, например, с тем, что атомы дефекта упаковки в ГЦК кри-
сталле локально находятся в структуре гексагональной плотноупакованной (ГПУ) решетки.
Отличие же функций радиального распределения ГЦК и ГПУ кристаллов начинается только
с третьей координационной сферы. Из этих соображений в работе использовался потенци-
ал взаимодействия Воутера [11], который учитывает взаимодействие атомов в первых трех
координационных сферах. Функции 𝑓(𝑟), 𝜙(𝑟) и 𝐹 (𝜌), рассчитанные для кристаллов Ni,
Pd, Pt, Cu, Ag, Al, даны авторами в табличном виде. Для их аналитического представления
в настоящей работе использовались локальные сплайны (В-сплайны) третьей степени. При
таком представлении итоговый потенциал имеет непрерывную вторую производную, что,
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безусловно, является необходимым при использовании численной схемы второго порядка
точности по временному шагу.

2.1. Охлаждение системы

Все расчеты проведены методом молекулярной динамики с использованием ско-
ростной модификации Верле [12]. Шаг по времени при этом был равен 𝜏 = 10−16𝑐, а
полный процесс охлаждения длился 250000 шагов по времени. Далее, находится минимум
потенциальной энергии системы с помощью метода искусственной вязкости [13]. Таким
образом, находилось состояние системы при температуре, близкой к абсолютному нулю,
что соответствует статистически равновесному состоянию кристалла.

Суть метода искусственной вязкости состоит в следующем. На первом этапе модели-
рования выбираются форма и размер наноструктуры, которые определяются поставленной
задачей. Однако, расположение атомов или молекул в такой системе соответствуют идеаль-
ной кристаллической структуре для которой и находился потенциал межатомного взаимо-
действия. В связи с этим, вся система не находится в минимуме потенциальной энергии
из-за наличия развитой поверхности. Возникает задача нахождения расположения атомов
в минимуме потенциальной энергии. Традиционные численные методы здесь не примени-
мы, т.к. мы имеем системы включающие десятки и сотни тысяч атомов или, то же самое,
аргументов в потенциальной функции системы 𝑈(−→𝑟1 ,−→𝑟2 , ....). В связи с этим использует-
ся на практике динамический поиск минимума потенциальной энергии. Он заключается в
том, что системе предоставляется возможность эволюционировать в соответствии с дина-
мическими законами механики, но при этом включается диссипативный процесс, который
приводит к уменьшению первоначального избытка потенциальной энергии системы. В этом
случае на атомы все время действуют диссипативные силы

−→
𝐹𝑖 = −𝜈−→𝑝𝑖 , где 𝑝⃗𝑖 - импульсы

атомов, а 𝜈 — коэффициент искусственной вязкости. Вариация этой величины позволяет
ускорить или замедлить процесс эволюции системы в состояние с минимумом потенциаль-
ной энергии. Температура определялась через хаотическую составляющую кинетической
энергии атомов системы.

Зависимость температуры системы в процессе охлаждения показана на рис. 1, а на
рис. 2 — зависимость изменения потенциальной энергии системы. Полученные координаты
и импульсы атомов использовались далее в качестве начальных данных.

2.2. Разогрев системы

После охлаждения системы, полученные координаты и импульсы атомов исполь-
зовались в качестве начальных данных для разогрева наноструктуры с помощью метода
стохастических сил [14]. В рамках этого метода решается динамическая задача движения
атомов под действием стохастических сил, определяемых с помощью датчика случайных
чисел. Параметрами действующей случайной силы являются: средняя частота ударов 𝜔
вдоль каждой декартовой оси и амплитуда 𝑓0, обеспечивающая прирост компоненты им-
пульса атома при одном ударе Δ𝑝 = 𝑓0𝜏 .

Так как координаты атомов при ударе не меняются, скорость разогрева в данном
случае определяется приростом кинетической энергии:

Δ𝐸

Δ𝑡
= 𝜔

3∑
𝑎=1

𝑁∑
𝑖=1

(
(𝑝𝑎𝑖 +Δ𝑝)2

2𝑚
− (𝑝𝑎𝑖 )

2

2𝑚

)
=

𝜔

2𝑚

3∑
𝑎=1

𝑁∑
𝑖=1

(
2𝑝𝑎𝑖Δ𝑝+ (Δ𝑝)2

)
,

с последующим переносом энергии из кинетической в потенциальную составляющую.
Первое слагаемое в скобках в правой части этого выражения при суммировании обращается
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РИС. 1. Зависимость тем-
пературы от числа шагов по
времени

РИС. 2. Зависимость изме-
нения потенциальной энер-
гии системы от числа ша-
гов по времени

в нуль, так как случайные силы и импульсы не коррелированны, и в итоге имеем:

Δ𝐸

Δ𝑡
=

3𝜔𝑁

2𝑚
(Δ𝑝)2 .

Таким образом, скорость разогрева не зависит от энергии кластера, в этом и заключается
главное преимущество данного способа разогрева по сравнению с широко используемым
масштабированием импульсов. Параметры случайной силы подбирались в соответствии с
требованием равновесного состояния кластера в каждый момент процесса разогрева.

При этом через каждые 25 К разогрев прекращается, и система релаксирует в те-
чение 10−12 с к термодинамическому равновесному состоянию, которое определяется по
𝜆-критерию Колмогорова [15]. В определенные моменты времени для всей совокупности
атомов находился параметр

𝜆 =
√
𝑁 max ∣𝐹 ∗ (𝑝)− 𝐹 (𝑝)∣

где 𝐹 ∗ (𝑝)— статистическая функция распределения значений импульсов, а 𝐹 (𝑝)— соответ-
ствующая теоретическая функция распределения. С помощью параметра 𝜆 определялась
вероятность реализации гипотезы о нормальном распределении

𝑃𝜆 = 1−
+∞∑

𝑘=−∞
(−1)𝑘 exp(−2𝑘2𝜆2).

Численные исследования показали, что для значений 𝑃𝜆 ⩾ 0.8 распределение импульсов
описывается распределением Максвелла.

После того, как система отрелаксировала к равновесному состоянию, все необходи-
мые характеристики усреднялись по тепловым флуктуациям на интервале 10−12 с. Таким
образом, была найдена зависимость радиусов, длин ребер и объемов кластеров от темпе-
ратуры.
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2.3. Расчет размеров системы

Для нахождения коэффициента теплового расширения необходимо было опреде-
лить линейные размеры кластеров. Он проводился по следующей схеме. Центр масс как
кубического, так и сферического нанокластеров помещался в начало координат.

В нанокластерах кубической формы грани располагались перпендикулярно осям ко-
ординат. Поэтому средняя координата 𝜉𝑖, где 𝜉𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧, каждой грани куба вычислялась как
среднее значение координат атомов 𝜉𝑖 соответствующей грани. Линейный размер кластера
вдоль той или иной оси координат находился как разница между средними координатами
внешних атомных плоскостей, перпендикулярных выбранной оси.

Нанокластеры сферической формы в действительности не являются идеальной сфе-
рой, а представляют собой многогранник, каждая грань которого — внешняя атомная плос-
кость. Поэтому в качестве радиуса сферы использовалось расстояние от центра масс сферы
до самого удаленного атома на внешней грани.

3. Результаты расчетов

Полученная в результате расчетов зависимость относительных изменений радиусов
Δ𝑅̃ = (𝑅 − 𝑅0)/𝑅0 от температуры для разных начальных размеров кластеров приведена
на рис. 3. Необходимо отметить, что в случае сферических кластеров наблюдается силь-
ная зависимость тангенса угла наклона от начального размера структур вплоть до 80 Å.
При этом угол наклона уменьшается с увеличением радиуса. Так, для сфер с радиусами
80 и 90 Å зависимости относительного изменения радиуса от температуры практически
совпадают. Таким образом, можно сделать вывод, что при дальнейшем увеличении радиу-
сов, эта величина выйдет на асимптоту, соответствующую аналогичной характеристике для
макротел.

На следующем этапе расчетов была проведена линейная интерполяция по темпера-
туре для каждого фиксированного начального значения линейного размера кластеров. Для
нахождения линейного коэффициента теплового расширения было использовано известное
выражение Δ𝑅̃ = (𝑅− 𝑅0)/𝑅0 = 𝛼𝑅Δ𝑇 . С помощью метода наименьших квадратов были
построены соответствующие интерполяционные полиномы, и была найдена зависимость
линейного коэффициента теплового расширения от начального размера наноструктур.

Коэффициенты теплового расширения для нанокластеров кубической формы нахо-
дились аналогично. На рис. 4 приведена зависимость относительного изменения длины
ребра куба от температуры для разных размеров нанокластеров. Для иллюстрации на эту
зависимость нанесена интерполяционная прямая. По рисунку видно, что она хорошо пе-
редает зависимость относительного изменения длины ребра куба для всего исследуемого
интервала размеров.

Окончательные результаты расчетов КТР для сферических и кубических кластеров
представлены на рис. 5. Для удобства на этом же рисунке приведен интервал (1.65 ÷
1.75 ⋅ 10−5K−1) экспериментальных значений коэффициента теплового расширения меди,
найденных для макроскопических образцов.

Как видно, размеры и форма кластера оказывают сильное влияние на процесс теп-
лового расширения. Для сферических кластеров наблюдается уменьшение коэффициента
теплового расширения с увеличением размеров. При этом наблюдается приближение рас-
четного значения линейного коэффициента теплового расширения к экспериментальным
значениям.

Аналогичным образом проведены молекулярно-динамические расчеты объемного
коэффициента теплового расширения для нанокластеров сферической и кубической формы.
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РИС. 3. Зависимость от-
носительного изменения
радиуса нанокластера
от температуры для
различных начальных
радиусов. Сплошная
линия — R=20 Å, штри-
ховая линия — R=40 Å,
штрих-пунктирная
линия — R=80 Å, пунк-
тирная линия — R=90 Å

РИС. 4. Зависимость
относительного изме-
нения длины ребра
куба от температу-
ры для кубов разных
размеров. Сплошная
линия — L=40 Å, штрих-
пунктирная линия —
L=80 Å, штриховая
линия — L=100 Å, пунк-
тирная линия — L=120 Å

РИС. 5. Зависимость линейного коэффициента теплового расширения от раз-
мера кластера (𝐿— длина ребра куба, 𝐷 — диаметр сферы). Сплошная ли-
ния — линейный коэффициент теплового расширения кубического кластера
от длины ребра куба. Штриховая линия — линейный коэффициент теплово-
го расширения сферического кластера от его диаметра. Штрих-пунктирная
линия — интервал экспериментальных значений медных макро-образцов
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Из физики твердого тела известно, что линейный коэффициент теплового расширения
примерно в три раза меньше объемного коэффициента теплового расширения. Полученные
результаты молекулярно-динамических расчетов отражают подобное соотношение для всех
исследуемых в данной работе кластеров.

4. Заключение

На основе полученных результатов сделан ряд выводов:

∙ Как линейный, так и объемный коэффициенты теплового расширения металличе-
ских нанокластеров сферической формы зависят от размера исследуемой системы.

∙ С увеличением размера сферического нанокластера наблюдается приближение зна-
чений коэффициента теплового расширения к экспериментальным значениям, по-
лученным для макротел (в данном случае - медь).

∙ Для нанокластера кубической формы не наблюдается зависимость от размера в пре-
делах погрешности расчетов. Полученные значения как линейного, так и объемного
коэффициента теплового расширения для кубов, близки к экспериментальному зна-
чению, полученному для макротел.

∙ Значение ктр для наноразмерных объектов зависит от формы этих объектов.
∙ По предложенной методике могут быть рассчитаны коэффициенты теплового рас-

ширения для любых металлов, для которых имеется хорошо апробированный по-
тенциал межатомного взаимодействия.

Работа выполнена при поддержке интеграционного проекта ОЭММПУ РАН № 13
«Трибологические и прочностные свойства структурированных материалов и поверхност-
ных слоев».
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