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Разработана модификация метода статистической регуляризации для восстановления функции распределения

объемов частиц по радиусу инерции на основе заданной индикатрисы малоуглового рентгеновского рассея-

ния. Описан критерий выбора сетки узлов по радиусам инерции с одновременным выбором оптимального

значения параметра регуляризации.

Эффективность метода подтверждена на тестовых примерах распределения частиц трех форм с симметрич-

ным сечением (эллипсоид вращения, прямоугольный параллелепипед, прямой цилиндр) и анизометрией в

диапазоне 0,5. . . 2. Интегральная погрешность восстановления функции распределения не превышает 4%.

Дан метод нахождения удельной поверхности на основе восстановленной функции распределения. Найден-

ная удельная поверхность слабо зависит от предполагаемой анизометрии и сильно различается для разных

предполагаемых форм частиц.
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1. Введение

Малоугловое рентгеновское рассеяние (МУРР) широко используется для получения
прямой структурной информации в диапазоне размеров 1. . . 102 нм [1-3]. Из индикатрисы
МУРР можно найти такие характеристики полидисперсного образца, как: средние размеры
частиц, объёмные доли частиц разного размера, распределение по размерам и удельную
поверхность. Достаточно точная информация о распределении размеров в образце может
быть использована и для расчета остальных структурных характеристик.

Для поиска распределения размеров на основе индикатрисы МУРР разработан ряд
методов. Среди них можно отметить: методы подбора наиболее вероятных значений па-
раметров распределения заранее заданного вида [4, 5, 6], методы, основанные на прямом
интегральном преобразовании индикатрисы малоуглового рассеяния [7, 8], а также чис-
ленные методы решения уравнения, связывающего функцию распределения и индикатрису
[9-12]. Одним из наиболее распространенных численных методов для нахождения функции
распределения является метод непрямого Фурье преобразования [9]. Альтернативный под-
ход, основанный на методе статистической регуляризации, был развит в [11,12]. Вариант
этого метода под названием байесовский анализ эффективно использовался для нахождения
функции парных расстояний и функции распределения хорд для отдельных частиц [13,14].
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В предлагаемом исследовании разработана модификация метода статистической ре-
гуляризации для нахождения распределения объёмов частиц разных форм по радиусам
инерции и исследованы свойства удельной поверхности, определяемой на основе таких
распределений. Радиус инерции является важным с точки зрения МУРР и универсальным
размерным параметром для разных по форме частиц [1]. Выбор метода статистической ре-
гуляризации обусловлен тем, что он легко модифицируется в случае частиц разных форм,
для его применения не требуется априорная информация о виде распределения и, кроме
того, для него описан способ вычисления неопределенности решения.

2. Постановка задачи

Радиус инерции частицы в теории МУРР определяется как среднеквадратичное рас-
стояние рассеивающих центров (в данном случае электронов) от их «центра тяжести»:

Rg =

√
∫
V

½ (r) r2dV

/∫
V

½ (r) dV , где интегрирование проводится по всему объему частицы,

½(r) — электронная плотность. В работе рассмотрена интенсивность рассеяния от распре-
делений однородных частиц трёх форм с симметричным сечением: эллипсоид вращения,
прямой цилиндр, прямоугольный параллелепипед. При использовании радиуса инерции
как линейной характеристики одной такой частицы, для однозначного определения геомет-
рических размеров и интенсивности рассеяния необходимо ввести дополнительный без-
размерный параметр " (степень анизометрии), характеризующий отношение продольного
и поперечного размеров частицы.

Обозначим I0,ft(q, Rg, ") усредненную по всем ориентациям в пространстве ин-
тенсивность рассеяния от одной частицы с единичной электронной плотностью. Здесь
q = (4¼/¸) sin (µ/2) – модуль вектора рассеяния; µ – угол рассеяния, ¸ – длина волны рент-
геновского излучения и индекс ft указывает на форму частицы (e-эллипсоид, c-цилиндр,
p-параллелепипед). Интенсивность рассеяния от одной частицы пропорциональна второй
степени её объёма Vft (Rg, ") [1]. Введем нормированную интенсивность:

Fft(q, Rg, ") =
I0,ft(q, Rg, ")

[Vft(Rg, ")]2
, (1)

которая принимает значение единица при q = 0.
Классические формулы интенсивности рассеяния от частиц перечисленных форм

выведены в [15-17]. С учетом выражений для радиусов инерции [3] геометрические раз-
меры частиц и нормированные интенсивности как функции радиуса инерции и степени
анизометрии имеют вид, представленный в таблице 1.

Заметим, что нормированные интенсивности Fft(q, Rg, ") для разных по форме ча-
стиц не сильно отличаются друг от друга, особенно в начальной, наиболее существенной
области значений q. Для иллюстрации этого утверждения на рис. 1 представлены графики
интенсивностей в зависимости от модуля вектора рассеяния, вычисленных по формулам
(2)–(4), для Rg = 4 нм и " = 1. В начальной области, почти полностью совпадая друг с
другом, интенсивности спадают на два порядка.

Нормированные интенсивности (2)–(4) зависят от произведения q⋅Rg, поэтому из-
менение параметра Rg изменяет одинаково все три графика .

Из анализа графиков нормированных интенсивностей при других значениях пара-
метра анизометрии ", следует, что хорошее совпадение нормированных интенсивностей на
начальном участке наблюдается для разных по форме частиц в диапазоне " = 0.5. . . 2.
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ТАБЛИЦА 1. Размеры и нормированные интенсивности рассеяния одиночной
частицей как функции радиуса инерции и степени анизометрии

Форма части-
цы

Размеры в зависимо-
сти от Rg и "

Нормированная интенсивность (1)

Эллипсоид
вращения

Радиус круглого сече-
ния
R (Rg, ") = Rg

√
5

2+"2
,

длина полуоси в
направлении перпен-
дикулярном круглому
сечению "R (Rg, ")

Fe(q, Rg, ") =
1∫
0

Φ
(
Qe

√
1 + x2("2 − 1)

)
dx, (2)

где Φ(x) =
(
3 sinx−x cosx

x3

)2
, Qe = qRg

√
5

"2+2

Прямой
цилиндр

диаметр

D (Rg, ") = Rg
√

24
2"2+3

высота
H (Rg, ") = "D (Rg, ")

Fc(q, Rg, ") = 4
1∫
0

G
(
Qc

√
1−x2

2

)
S
(
Qc"

x
2

)
dx, (3)

где G(t) =
[
J1(t)
t

]2
, J1(t)— функция Бесселя перво-

го рода,

Qc = qD(Rg, ") = qRg
√

24
2"2+3

Прямо-
угольный
параллелепи-
пед

Длина ребра в квад-
ратном сечении

a (Rg, ") = Rg
√

12
2+"2

Длина ребра пер-
пендикулярного
квадратному сечению
"a (Rg, ")

Fp(q, Rg, ") = 2
¼

1∫
0

S
(
Qp"

x
2

) ¼
2∫
0

S
(
Qp

√
1− x2 cos(y)

2

)
×

× S
(
Qp

√
1− x2 sin(y)

2

)
dxdy, (4)

где S(t) =
[
sin(t)

t

]2
, Qp = qa(Rg, ") = qRg

√
12

"2+2

Введём функцию f(Rg) распределения объёмов наночастиц по радиусам инерции
Rg так, чтобы объём частиц dV (Rg), приходящийся на диапазон радиусов инерции от
Rg до Rg + dRg был пропорционален f(Rg)dRg. Пренебрегая вкладами от межчастичной
интерференции, интенсивность рассеяния системой можно представить в виде

Ift(q, ") = A

∫
I0,ft(q, Rg, ")dN(Rg) (5)

где A— постоянная, зависящая от геометрии съемки (размеров сечения первичного пучка
и детектора, расстояния образец-детектор) и электронного контраста на границах частиц;
dN (Rg) — количество частиц с радиусами инерции в диапазоне от Rg до Rg + dRg.

Для количества частиц dN (Rg) справедливо следующее выражение через функцию
распределения объемов по радиусам инерции

dN =
dV (Rg)

Vft(Rg, ")
∼ f(Rg)dRg

Vft(Rg, ")
. (6)

Учитывая это соотношение и подставляя в (5) выражение I0,ft(q, Rg, ") из уравнения (1), для
интенсивности рассеяния полидисперсной системой получим выражение через функцию
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РИС. 1. Зависимость нормированной интенсивности от модуля вектора рас-
сеяния для разных по форме частиц при " = 1, Rg = 4 нм

распределения:

Ift(q, ") = Ã

Rmax∫

Rmin

f(Rg)Fft(q, Rg, ")Vft(Rg, ")dRg. (7)

Здесь Ã – новая постоянная, отличающаяся от постоянной в формуле (5) на множитель,
учитывающий нормировочную константу для функции f(Rg), а Rmin, Rmax — наибольший
и наименьший радиусы инерции соответственно. В приводимых ниже расчетах принято
значение Ã = 1.

Задача сводится к нахождению функции распределения f(Rg) объемов частиц по
радиусам инерции на основе уравнения (7) исходя из интенсивности Ift(q, ") (индикатри-
сы), измеренной в малоугловом рентгеновском эксперименте. Указанная задача с учетом
экспериментальных погрешностей интенсивности относится к классу существенно некор-
ректных задач [18, с. 53] и требует регуляризации для своего решения. Метод статисти-
ческой регуляризации для анализа данных МУРР на основе уравнения вида (10) впервые
был предложен и весьма кратко описан в работе [11]. Ниже дано подробное изложение
используемой модификации этого метода.

3. Метод статистической регуляризации

В соответствии с методом статистической регуляризации, если погрешности экс-
периментальной интенсивности I(q, ") распределены по нормальному закону, то функцию
распределения f(Rg) можно найти как наиболее вероятное распределение из некоторо-
го множества возможных функций распределения для заданной индикатрисы рассеяния.
При этом на множестве возможных функций вводится априорное распределение P®(f)
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вероятности с некоторым параметром ®, который регулирует степень гладкости функций,
принимаемых в расчёт.

Пусть известен набор значений индикатрисы Ij = Ift (qj, "), j = 1...N . Решение
уравнение (10) относительно набора значений функции распределения fi = f (Rgi), i =
1...M можно представить как решение системы линейных алгебраических уравнений:

Ij =
M∑
i=1

Kj,ifi, j = 1...N , (8)

где Kj,i = Vft(Rgi, ")Fft(qj, Rgi, ")Ci

(
[Rgk]

M
k=1

)
. Здесь Ci

(
[Rgk]

M
k=1

)
— коэффициенты в

квадратурной формуле, зависящие от выбранной сетки узлов [Rgk]
M
k=1 и метода численного

интегрирования, например для интегрирования методом трапеций

Ci

(
[Rgk]

M
k=1

)
=

⎧
⎨
⎩

(Rg2 −Rg1)/2, i = 1;
(Rgi+1 −Rgi−1)/2, 2 ⩽ i ⩽ M − 1
(RgM −RgM−1)/2, i = M ;

. (9)

С учётом экспериментальных погрешностей ±j система (5) принимает вид

Ij =
M∑
i=1

Kj,ifi + ±j, j = 1...N (10)

Пусть вероятность попадания j−того значения экспериментальной погрешности в интер-

вал ±j, ±j + Δ±j равна Pj(±j) = 1√
2¼Sj

e
− ±2j

2S2
j Δ±j , где Sj среднеквадратичная погрешность

измерения величины Ij . Предполагая, что погрешности ±j независимы между собой, для
апостериорной вероятности P (I/f) получения набора I = [Ij]

N
j=1 значений интенсивности

при заданном наборе значений функции распределения f = [fi]
M
i=1 получаем выражение:

P (I/f) =
M∏
j=1

Pj (±j) =
M∏
j=1

Δ±j√
2¼Sj

exp

⎡
⎢⎢⎢⎣−

(
Ij −

M∑
i=1

Kj,ifi

)2

2S2
j

⎤
⎥⎥⎥⎦ (11)

Формулу (11) можно преобразовать к виду

P (I/f) = c exp

(
−1

2

M∑
i=1

M∑
t=1

Bi,tfift +
M∑
i=1

fiai

)
(12)

где c =
N∏
j=1

Δ±j√
2¼Sj

exp
(
− I2j

2S2
j

)
, Bi,t =

N∑
j=1

Kj,tKj,i

S2
j

, ai =
N∑
j=1

Kj,iIj
S2
j

.

На искомую функцию f (Rg) накладывается требование оптимальной гладкости.
Для этого на множестве искомых функций вводится вероятность

P®(f) ∼ exp

⎛
⎝−®

2

Rmax∫

Rmin

(
d2f

dRg2

)2

dRg

⎞
⎠ . (13)

Здесь ® – положительное число (параметр регуляризации), а интеграл играет роль стабили-
зирующего функционала [18] для решения задачи. Вероятность (13) фактически определяет,
какие функции принимаются в расчёт — она заметно отлична от нуля только при условии
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Rmax∫
Rmin

(
d2f
dRg2

)2

dRg ⩽ 2
®

. Интеграл в формуле (13) пропорционален среднему квадрату второй

производной, чем он меньше, тем меньше средняя кривизна функции f (Rg). Увеличение
параметра регуляризации «обостряет» распределение (13), сужая класс рассматриваемых
функций на функции с меньшей средней кривизной. Подбор оптимального значения пара-
метра — существенная часть решения задачи.

Обозначим шаги сетки по аргументу функции распределения ΔRgk = Rgk+1 − Rgk
(k = 1, 2...M − 1). Введем матрицу размерности (M − 2)×M , представляющую оператор
вычисления производных второго порядка от искомой функции в точках Rg′m = Rgm+1(m =
1, 2...M − 2):

Dk,i =

⎧
⎨
⎩

2
(ΔRgk+ΔRgk+1)ΔRgk

, i = k;
−2

ΔRgk+1ΔRgk
, i = k + 1;

2
(ΔRgk+ΔRgk+1)ΔRgk+1

, i = k + 2;

0,

[
i < k
i > k + 2

(14)

и вспомогательную матрицу размерности M ×M :

Ωi,t =
M−2∑
m=1

Dm,iDm,tC
′
m

(
[Rg′m′ ]

M−2
m′=1

)
. (15)

Здесь C ′
m – квадратурные коэффициенты, определяемые аналогично коэффициентам Ci в

(8) и (9). Вычисление интеграла в формуле (13) приводит к интегральной сумме, которую

с помощью матрицы (15) можно представить как квадратичную форму
M∑
i=1

M∑
t=1

Ωi,tfift. При

этом вероятность (13) для заданного набора значений f примет вид

P®(f) ∼ exp

Ã
−®

2

N∑
i=1

N∑
t=1

Ωi,tfift

)
. (16)

Вероятность данного набора значений f из ансамбля с распределением вероятности P®(f)
при заданном наборе экспериментальных значений интенсивности I можно получить по
формуле Байеса [19, стр. 542]:

P (f/I, ®) =
P (f ∣I)P® (f)∫
P (f ∣I)P® (f) df

. (17)

Знаменатель в этой формуле не зависит от данного набора значений f, следовательно,
опираясь на формулы (12) и (16) получаем

P (f/I, ®) ∼ P (I/f)P®(f) ∼ exp

(
−1

2

N∑
i=1

N∑
t=1

(Bi,t + ®Ωi,t) fift +
N∑
i=1

fiai

)
(18)

Наилучшим решением f®при априорно заданном ® является математическое ожидание
набора значений функции распределения объемов, которое в данном случае совпадает с
наиболее вероятным набором f. На таком решении показатель экспоненты в (18) принимает
максимальное значение. Необходимым условием максимума этого показателя, как функция
переменных fk, является равенство нулю частных производных по каждой из переменных.
Таким образом, f®

k может быть найдено из системы уравнений

∂

∂fk

(
−1

2

M∑
i=1

M∑
t=1

(Bi,t + ®Ωi,t) fift +
M∑
i=1

fiai

)
= 0, k = 1, 2, ...M (19)
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Матрицы B и Ω симметричные, поэтому система (19) преобразуется к виду
M∑
i=1

(Bk,i + ®Ωk,i) fi = ak, k = 1, 2, ...M (20)

Отсюда следует, что

f®
k =

M∑
i=1

(
(B+ ®Ω)−1)

k,i
ai, k = 1, 2, ...M. (21)

Учитывая связь значений ai со значениями интенсивности рассеяния (см. (12)) получаем

f®
k =

M∑
j=1

N∑
i=1

(
(B+ ®Ω)−1)

k,i

Kj,i

S2
j

Ij, k = 1, 2, ...N. (22)

Среднеквадратичная неопределенность значений решения (22) для распределения вероят-
ностей (18) вычисляется по формуле

Δf®
k =

√(
(B+ ®Ω)−1)

k,k
. (23)

Поскольку распределение (13) «обостряется» с увеличением ®, неопределенность (23) мо-
нотонно убывает при увеличении параметра регуляризации. Эта неопределённость харак-
теризует устойчивость найденного с учетом регуляризации решения.

4. Выбор оптимального значения параметра регуляризации

Выбору оптимального значения параметра регуляризации ®опт должен, вообще го-
воря, предшествовать выбор сетки [Rgk]

M
k=1 аргументов искомой функции, прежде всего

выбор общего количества M точек сетки и общего закона распределения их густоты (рав-
номерный, равномерно логарифмический и т.д.). Однако критерием правильности выбо-
ра сетки может служить характерное поведение трех определяемых ниже функций Φ (®),
Φ0 (®), X (®), позволяющее наиболее уверенно выбрать ®опт. Такое характерное поведение
для конкретного модельного примера представлено на рис. 3. в следующем разделе.

Оптимальное значения параметра регуляризации определяется в настоящей работе
подобно тому, как это делается в методе косвенного Фурье-преобразования («метод точки
перегиба» [9]). Выбирается сетка по ® в достаточно широком диапазоне значений (в насто-
ящей работе использовался диапазон 10−10. . . 1010 и равномерно логарифмическая сетка).
Для значения ® находится решение (22), по найденному решению с помощью формулы (8)
восстанавливается набор значений интенсивности I® и вычисляется средний квадрат нор-
мированного на дисперсию расхождения между экспериментальными и восстановленными
значениями интенсивности (оценочная функция):

Φ (®) =
1

N

N∑
j=1

(
I®j − Ij

)2
S2
j

. (24)

Если диапазон значений параметра ® выбран верно, то внутри него содержится
интервал (окрестность оптимального значения ®опт), в котором решение f® близко к ис-
тинному виду f(Rg). При значениях много меньших ®опт найденное решение хотя и
дает «маленькие» значения функции Φ (®), но из-за существенной некорректности задачи
отличаться от истинного вида f(Rg) сильно осциллирующими «шумовыми» добавками.
При значениях бóльших ®опт в решении будут «сглаживаться» информативные детали ис-
тинного видаf(Rg). Значениям ®, лежащим в окрестности ®опт, соответствует различие
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между интенсивностями I®j и Ij порядка среднего квадратичного отклонения Sj . При этом
в окрестности ®опт функция Φ (®) должна быть приблизительно равна единице, должна
иметь точку перегиба и должна слабо изменяется при изменении значения ® в несколько
раз (см. рис. 3.). Однако, величины Sj , определяемые из эксперимента, известны неточ-
но и указанное поведение может не быть выражено явно, поэтому для уточнения ®опт
используется точка перегиба квадратичной формы

X (®) =
M∑
i=1

M∑
t=1

Ωi,tf
®
i f

®
t . (25)

По нашим наблюдениям, неправильный выбор сетки [Rgk]
M
k=1 (например, выбор

избыточного количества точек) даже при использовании значения ®опт, найденного опи-
санным выше методом, приводит к тому, что в решении f® присутствуют отрицательные
значения, не имеющие физического смысла. Их вклад в решение можно оценить, вычис-
лив интенсивности I®0 на основе распределения f®0 , в котором отрицательные значения f®

заменены нулевыми. Отрицательные значения, очевидно, несущественны, если выполнено
условие

∣Φ(®)− Φ0(®)∣/Φ(®) ≪ 1, (26)

где

Φ0 (®) =
1

N

N∑
j=1

(
I®0j − Ij

)2
S2
j

(27)

— оценочная функция, вычисленная для интенсивностей I®0 по аналогии с функцией (24).
С другой стороны выполнение условия (26) одновременно с условием min (Φ(®)) ≫ 1
означает, что сетка аргументов искомой функции выбрана слишком грубо или не соот-
ветствует диапазону радиусов инерции рассеивающих частиц. Предлагаемое условие (26)
несущественности отрицательных значений является более строгим, чем условие близости
к единице величины [20]

pos = ∥f®
0 ∥/∥f®∥ (28)

Здесь ∥. . .∥ – норма функции, заданная формулой

∥f∥ =

√√√√⎷
Rmax∫

Rmin

(f (Rg))2 dRg ≈

√√√⎷
M∑
i=0

(f (Rgi))
2Ci

(
[Rgk]

M
k=1

)
, (29)

например, с коэффициентами (9).

5. Проверка эффективности метода

Метод был опробован на распределении типа Шульца-Зимма:

f(Rg) = C ⋅Rgn exp(−¯ ⋅Rg), (30)

с параметрами: n =5, ¯ = 0.4нм−1 (график представлен на рис. 2а). Распределения похо-
жего вида, например, наблюдается средствами электронной микроскопии для нанопорошка
диоксида циркония, полученного в гидротермальных условиях [21, 22]. Выбранным пара-
метрам, отвечает максимальный радиус инерции 12,5 нм и в случае сферических частиц —
радиус около 16 нм. Константа Cбыла выбрана так, чтобы функция (30) в максимуме
принимала единичное значение.
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На основе модельного распределения (30) по формуле (7) при qj = (0,02. . . 2) нм −1

были вычислены значения интенсивности рассеяния Ij = Ift (qj, ") с использованием нор-
мированных интенсивностей (2) — (4) для частиц трех рассматриваемых форм и семи зна-
чений коэффициента анизометрии " в интервале 0,5 . . . 2. В свою очередь для каждой
из интенсивностей с помощью формул (22) и (23), для тех же форм и значений ", была
«восстановлена» функция распределения f̃ (Rg)и вычислена ее неопределенность Δf при
оптимальном значении параметра регуляризации. Отрицательные значения в восстановлен-
ной функции заменялись нулевыми. В качестве среднеквадратичных погрешностей точек
были взяты типичные для рентгеновского эксперимента значения Sj =

√
Ij . Результаты

оказались весьма удовлетворительными в случае совпадения исходной формы и значения
" с формой и анизометрией, используемых при восстановлении функции распределения.
Далее процедура восстановления была опробована на «зашумлённых» интенсивностях,
моделирующих результаты эксперимента:

Jj = Ij + Sjxj, j = 1. . .N (31)

где xj – случайная величина, распределённая по нормальному закону с математическим
ожиданием 0 и дисперсией 1. На основе значений интенсивности Jj были также восста-
новлены функции распределения и найдены их неопределенности. Сравнение результатов
для равномерной и равномерно логарифмической сетки радиусов инерции показало, что
второй вариант сетки предпочтительнее. Представленные ниже результаты найдены для
неё.

Качество восстановления определялось по относительному отклонению восстанов-
ленного распределения от исходного:

±
(
f, f̃

)
=

∥∥∥f − f̃
∥∥∥

∥f∥ (32)

с нормой, вычисляемой по формуле (29).

В таблице 2 представлены результаты вычисления относительного отклонения ±
(
f, f̃

)

для f̃ (Rg), найденных по «зашумленным» интенсивностям Jj . Относительные отклонения,
вычисленные для функции распределения, восстановленной на основе «незашумленных»
интенсивностей I несущественно отличаются в меньшую сторону от представленных в
таблице 2.

Как видно из таблицы 2, если предполагаемые форма и анизометрия совпадают с
исходными (главная диагональ таблицы), то отклонение восстановленного распределения
от исходного не превышает 4%. При совпадении предполагаемой и исходной форм значение

±
(
f, f̃

)
⩽ 4% достигаются и для не совпадающих значений анизометрии, если " =0,8. . . 1,2

(выделенные недиагональные ячейки в диагональных секторах таблицы).
На рисунке 2а представлены исходная функция распределения и три восстановлен-

ных при трех предполагаемых формах частиц. Была использована интенсивность рассеяния
для системы эллипсоидов с анизометрией " = 1 (шары), восстановление проводилось также
для " = 1. Здесь хорошо заметно, что восстановленное и исходное распределения хорошо
совпадают, если предполагаемая форма частиц совпадает с исходной.

Неопределённость Δf , вычисляемая по формуле (23), вообще говоря, не соответ-
ствует различию между восстановленной и исходной функциями распределения, но при



Расчёт функции распределения объёмов наночастиц 85

а) б)

РИС. 2. а) Исходная функция распределения (f) и функции распределения,
восстановленные для трех предполагаемых форм: эллипсоиды (f̃e), цилиндры
(f̃c), параллелепипеды (f̃p);
б) сравнение разности исходной и восстановленной функций при совпадении
«истинной» и предполагаемой форм с полосой неопределенности ±Δf

восстановлении с оптимальным значением параметра регуляризации и «правильной» пред-
полагаемой форме частиц абсолютная погрешность восстановления ∣f−f̃®∣ оказалась близ-
кой к неопределенности Δf . Это утверждение справедливо для всех восстановленных рас-
пределений, соответствующих диагонали Таблицы 2. Его иллюстрирует представленный
на рис. 2б график разности между восстановленной и исходной функциями распределения
«на фоне» полосы неопределенности.

Характерное поведение оценочных функций Φ (®), Φ0 (®) и функции X (®), ис-
пользуемых при выборе оптимального значения ®опт параметра регуляризации, показано
на рис. 3. на примере восстановления функции распределения шарообразных частица. На

этом же рисунке приведено относительное отклонение ±
(
f, f̃

)
, которое около значения

®опт имеет отчетливый минимум. Кроме того, здесь же изображено отличие от единицы
критерия pos несущественности отрицательных значений, вычисляемого по формуле (28).

Для модельного распределения f (Rg)и каждого распределения f̃ (Rg) была вычис-
лена удельная поверхность частиц Sуд, приходящаяся на единицу собственного суммарного
объёма частиц.

Суммарную поверхность и суммарный объём всех частиц в полидисперсной систе-
ме, используя формулу (6), можно представить в виде

S =

∫
Sft (Rg, ")dN (Rg) =

∫
Sft (Rg, ")

dV (Rg)

Vft(Rg, ")
= Ñ ′

∫ Rmax

Rmin

Sft (Rg, ")
f(Rg)dRg

Vft(Rg, ")
,

(33)

V =

∫
dV (Rg) = Ñ ′

∫ Rmax

Rmin

f(Rg)dRg (34)

где Sft (Rg, ")— площадь одной частицы с радиусом инерции Rg и анизометрией ", C ′ —
коэффициент пропорциональности в формуле (6). Отношение поверхности к объёму для
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ТАБЛИЦА 2. Относительные (в %) отклонения ±
(
f, f̃

)
восстановленных

функций распределения от исходной для трех форм и значений коэффициента

анизометрии " в интервале 0,5 . . . 2. Выделены значения ±
(
f, f̃

)
⩽ 4%

каждого из рассмотренных типов частиц обратно пропорционально радиусу инерции:

Sft (Rg, ")

Vft(Rg, ")
= Kft (")

1

Rg
, (35)

причём коэффициент пропорциональности Kft (") определяется только формой частицы и
степенью её анизометрии. В работе [23] применялся вариант формулы (35) для сферических
частиц. Формулы коэффициентов для разных частиц приведены в таблице 3.

Из (33)–(35) получаем

Sуд =
S

V
= Kft (")

∫ Rmax

Rmin
1
Rg
f(Rg)dRg

∫ Rmax

Rmin
f(Rg)dRg

≈ Kft (")

M∑
i=0

Ci (fi/Rgi)

M∑
i=0

Cifi

. (36)

Здесь Ci — квадратурные коэффициенты.
По формуле (36) с использованием квадратурных коэффициентов (9) для исследуе-

мых форм частиц и значений " были вычислены удельные поверхности: Sуд — для исходного
распределения (30) и S̃уд — для всех восстановленных распределений f̃ (Rg). Неопределен-
ность удельной поверхности S̃уд, обусловленная неопределенностями (23) для каждого
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РИС. 3. Функции Φ (®), Φ0 (®), X (®), используемые при выборе оптималь-
ного значения ®оптпараметра регуляризации (см. (24), (27), (25) для случая
восстановления функции распределения шарообразных частиц. Отличие от

единицы критерия pos (28); ±
(
f, f̃

)
— относительное отклонение восстанов-

ленного распределения от исходного. Вертикальной полосой отмечено опти-
мальное значение параметра

ТАБЛИЦА 3. Коэффициенты Kft(") в формуле (35) для трех типов частиц

Эллипсоид Параллелепипед Цилиндр

Ke (") =

⎧
⎨
⎩

3

[
1+ "2√

1−"2
ln

(
1+

√
1−"2

"

)]

2"
√

5
2+"2

, " < 1;

3

[
1+ "2√

"2−1
arcsin

(√
"2−1
"

)]

2"
√

5
2+"2

, " > 1

Kp (") =
2(2"+1)

"
√

12
2+"2

Kc (") =
2(2"+1)

"
√

24
3+2"2

восстановленного распределения была найдена из соотношения

ΔS̃уд =

√√√⎷ M∑

k=0

Ã
∂S̃уд

∂fk
Δfk

)2

, где
∂S̃уд

∂f
k

=
Ck

M∑
i=0

Cifi

⎛
⎜⎜⎝

1

Rgk
−

M∑
i=0

Ci (fi/Rgi)

M∑
i=0

Cifi

⎞
⎟⎟⎠ , k = 1, 2, . . .M

(37)

Относительная неопределенность удельной поверхности ΔS̃уд

/
S̃уд, вычисленная

по формулам (36), (37) практически для всех восстановленных функций распределения не
превосходит 2,7%. Несколько бóльших значений относительной неопределенности получа-
ется в случае предполагаемой анизометрии " = 0, 5 для частиц в форме параллелепипедов.



88 А. В. Кучко, А. В. Смирнов

Для всех случаев, соответствующих главной диагонали таблицы 2 (совпадение исходных и
предполагаемых параметров) относительная неопределенность удельной поверхности ле-
жит в интервале 1,1%. . . 1,7%.

В таблице 4 (четвертый столбец) даны значения «истинной» удельной поверхно-
сти Sуд, вычисленные (в м 2/см3) по формуле (36) для исходного распределения (30) .
Заметим, что при одинаковой степени анизометрии «истинная» удельная поверхность для
распределения эллипсоидов заметно меньше, чем для распределения цилиндров, а для рас-
пределения цилиндров в свою очередь меньше, чем для распределения параллелепипедов.
Для каждой из форм частиц минимальная удельная поверхность получается в случае рас-
пределения изометричных частиц (" = 1), причем отличие удельной поверхности распре-
деления частиц с анизометрией " = 0, 5 или " = 2 от удельной поверхности распределения
изометричных частиц может достигать 20% (для эллипсоидов).

ТАБЛИЦА 4. «Истинная» удельная поверхность Sуд (в м2/см3) и величина
S̃уд−Sуд
ΔS̃уд

, где S̃уд — удельная поверхность, найденная из распределения f̃(Rg),

ΔS̃уд — неопределенность удельной поверхности, найденная из неопределен-

ности распределения. Выделены ячейки, для которых
S̃уд−Sуд
ΔS̃уд

⩽ 1.

Качество неопределенности (37) удельной поверхности оценивалось с помощью от-

ношения
S̃уд−Sуд
ΔS̃уд

, значения которого приведены в таблице 4. Из этой таблицы видно, что,
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если предполагаемая форма и анизометрия частиц совпадают с истинными (диагональ таб-
лицы), то S̃уд и Sуд различаются на величину, не превышающую ΔS̃уд. Таким образом
неопределенность удельной поверхности (37) адекватно оценивает отличие восстановлен-
ной удельной поверхности от «истинной». Кроме того, оказалось, что при совпадении
предполагаемой и «истинной» формы частиц, даже при неправильном предположении об
анизометрии и сильном различии между восстановленным и исходным распределением,
удельная поверхность, вычисленная по восстановленной функции распределения оказы-
вается близка к истинной. Так, например, расчеты показывают, что для распределений
эллипсоидальных частиц с " =0,63. . . 1,6, исходная и восстановленная функции распреде-
ления могут различаться почти на 30% (верхний левый сектор таблицы 2), а относительное
отклонение восстановленного значения S̃уд от истинного Sуд не превышает 3%. Высокая
точность восстановления удельной поверхности для заданной интенсивности рассеяния,
получаемая несмотря на сильную зависимость восстановленной функции распределения
от предполагаемой анизометрии, по-видимому, обусловлена тем, что удельная поверхность
тесно связана с основными параметрами самой интенсивности: инвариантом Порода и
асимптотикой при больших векторах рассеяния [3].

6. Заключение

Предлагаемый вариант метода статистической регуляризации является обобщением
метода предложенного в работе [11] в следующем смысле: во-первых, в качестве аргу-
мента функции распределения выбран универсальный геометрический параметр – радиус
инерции; во-вторых, представленный вариант метода приспособлен для работы с произ-
вольной сеткой аргумента, в частности, в представлении стабилизирующего функционала
(15) учтены квадратурные коэффициенты. Выбор радиуса инерции в качестве аргумента
функции распределения позволяет обобщить метод для полидисперсных систем частиц
произвольной формы.

От распределения по радиусам инерции несложно перейти к распределению по
геометрическим размерам (см. второй столбец таблицы 1). Варьирование сетки радиусов
инерции и использование более точных квадратурных коэффициентов даёт возможность
выбрать наилучший вариант расстановки узлов при минимальном их количестве, что в
свою очередь обеспечивает большую устойчивость решения к появлению нефизических
отрицательных значений функции распределения. При этом характерное поведение (рис. 3)
оценочных функций (24), (27) и квадратичной формы (25) позволяет не только найти опти-
мальное значение параметра регуляризации, но и служит критерием правильности выбора
сетки.

При восстановлении функции распределения описанным методом для трех рассмот-
ренных форм частиц (эллипсоид вращения, прямой цилиндр, прямоугольный параллеле-
пипед) и коэффициентов анизометрии в интервале 0,5 . . . 2 относительное отклонение
восстановленной функции от исходной не превышает 4% (главная диагональ таблицы 2).
Такой результат представляется весьма удовлетворительным, поскольку в работах [11,12]
при решении подобной задачи расхождение между исходными и восстановленными функ-
циями распределениями достигало 20 %.

Существенная некорректность решаемой задачи делает, вообще говоря, затрудни-
тельным определение точности найденного решения, однако, как оказалось, неопределен-
ность (23) функции распределения, восстановленной при оптимальном значении параметра
регуляризации, служит хорошей оценкой для погрешности найденной функции распреде-
ления (рис 2б).
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Для восстановления распределение объемов частиц по радиусам инерции с ука-
занной выше точностью требуется априорная информация об истинной форме частиц и
коэффициенте анизометрии. Такую информацию можно получить, например, из данных
электронной микроскопии.

Удельная поверхность не зависит от электронного контраста на границах рассеи-
вающих частиц и может служить удобным интегральным параметром, характеризующим
полидисперсную систему. Кроме того, удельная поверхность, найденная по формуле (36),
при известной плотности ½ материала частиц легко преобразуется в удельную поверхность
на единицу массы: Sуд_m = Sуд

/
½. В случае проницаемых систем величина Sуд_m c

хорошей точностью измеряется адсорбционными методами [21]. Как показано для всех
рассмотренных форм и значений анизометрии, метод расчета удельной поверхности и ее
неопределенности по формулам (36), (37) даёт адекватную оценку доверительного интерва-
ла для Sуд в случае, если форма и анизометрии частиц известны заранее (главная диагональ
таблицы 4).

Рассмотренный метод вычисления удельной поверхности по функции распределе-
ния объемов позволяет находить Sуд для частиц в составе композитных материалов, то
есть в ситуации, когда адсорбционные методы не пригодны. Кроме того, при большом
электронном контрасте материала частиц для использования такого метода в отличие от
классического метода Порода [3] не требуется информация об объёмной доле материала
частиц в рассеивающей системе.

Различие значений удельной поверхности, рассчитанных по восстановленной функ-
ции распределения для рассмотренных форм частиц при неправильном предположении о
форме частиц, является довольно значительным (по отношению к неопределённости удель-
ной поверхности). В связи с этим для исходного распределения (30) сравнение значения
удельной поверхности, найденного по восстановленной функции распределения, со зна-
чением известным из других экспериментов, позволяет либо сузить круг предполагаемых
параметров частиц, либо достаточно уверенно выбрать наиболее вероятную форму и сте-
пень анизометрии. Последнее в первую очередь справедливо для эллиптических частиц с
небольшой анизометрией. Для них «истинное» значение Sуд сильно отличается в меньшую
сторону от значений S̃уд, восстановленных для всех остальных предполагаемых типов ча-
стиц (первая строчка секторов в таблице 4.) . В то же время, если форма частиц «угадана»
правильно, а истинное и предполагаемое значения анизометрии не точно совпадают, но
лежат в пределах " = 0,63. . . 1,6, то разность восстановленного и истинного значения Sуд
почти во всех рассмотренных случаях не превышает утроенную неопределенность (37) (см.
сектора на диагонали таблицы 4).
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