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В рамках численного эксперимента исследован эффект Брюстера в случайной системе изотропных магнито-

диэлектрических слоев. Показано, что если диэлектрическая и магнитная проницаемости случайно меняются

от слоя к слою, притом что характеристический импеданс всех слоев одинаков, то индекс Ляпунова (вели-

чина обратно пропорциональная длине локализации) растет с углом падения и не зависит от поляризации

падающей волны. Это свойство является статистическим, так как в отдельно взятой конечной реализации ко-

эффициенты прохождения для s- и p-поляризованного света различны. Предложено теоретическое объяснение

найденного эффекта.
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1. Введение

Распространение света в гетерогенных (периодических и неупорядоченных) сре-
дах — одна из фундаментальных проблем электродинамики, привлекающих большое вни-
мание физиков (см. например обзоры [1-3]). Наиболее интересные явления в таких средах —
формирование запрещенных зон и локализация света.

Локализация была предсказана Андерсоном, для случая электронов в твердом теле
[4]. Было показано [4], что в любой одномерной неупорядоченной системе электрон всегда
локализован. Локализация в данном случае означает, что волновая функция электрона экс-
поненциально затухает при удалении от центра локализации. Характеристическая длина
данного затухания называется длиной локализации 𝐿𝑙𝑜𝑐.

Уравнения Шредингера и Максвелла могут быть переписаны в виде волнового урав-
нения. Из этого сходства следует, что в одномерных неупорядоченных системах свет также
должен быть локализован [1,2,5-7]. Более того, изучать локализацию на примере электро-
магнитных волн легче, ввиду отсутствия взаимодействия между фотонами.

Несмотря на сходство уравнений Шредингера и Максвелла локализация света име-
ет некоторые особенности [1-3,7-9]. Основное отличие заключается в векторной природе
электромагнитных волн. В случае наклонного падения коэффициенты отражения для s- и
p-поляризованных волн различны, даже для изотропных материалов [10]. Поэтому есте-
ственно ожидать, что свойства локализации будут зависеть от поляризации волн [11-12].
Действительно, в [11] показано, что при наклонном падении электромагнитной волны на
неупорядоченную систему немагнитных диэлектрических слоев длины локализации суще-
ственно отличаются для разных поляризаций. Например, в случае бинарной системы (слои
из двух типов материала) при угле падения, соответствующем углу Брюстера для перехода
из одного материала в другой наступает делокализация для p-поляризации, тогда как волна
s-поляризованная волна локализована при любом угле падения.
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Как и в случае электронов, основной характеристикой локализации света является
длина локализации, которую можно определить как масштаб длины, на котором коэффи-
циент прохождения 𝑡 в среднем экспоненциально затухает по мере увеличения толщины
системы [1,2,6,11]:

𝐿𝑙𝑜𝑐 =
1

𝛾
= lim

𝐿→∞
(𝐿/ ⟨ln ∣𝑡∣⟩) .

Здесь также определена величина 𝛾, называемая показателем Ляпунова.
В данной работе рассмотрен общий случай системы, состоящей из магнито-диэлект-

рических слоев. Отдельное внимание уделено случаю, когда явление Брюстера наблюдается
для обеих поляризаций.

2. Явление Брюстера в магнито-диэлектриках

Рассмотрим подробнее падение плоской волны из вакуума под углом 𝛼 на слоистую
структуру. Для заданной поляризации (s или p) задача о падении под углом может быть
сведена к задаче о падении по нормали. Действительно, для случая нормального падения
(скажем вдоль оси 𝑧, см. Рис. 1) уравнения Максвелла в 𝑗-ом слое сводятся к волновому
уравнению с постоянными коэффициентами Δ𝐹 + 𝑘2

0𝑛
2
𝑗𝐹 = 0 (𝐹 = 𝐸, 𝐻) [13], решение

которого можно записать в виде:
𝐸 = 𝐴𝑗𝑒

𝑖𝑘0𝑛𝑗𝑧 +𝐵𝑗𝑒
−𝑖𝑘0𝑛𝑗𝑧

𝐻 = 𝑦𝑗𝐴𝑗𝑒
𝑖𝑘0𝑛𝑗𝑧 − 𝑦𝑗𝐵𝑗𝑒

−𝑖𝑘0𝑛𝑗𝑧 (1) где 𝑘0 = 𝜔
𝑐
, 𝑛𝑗 =

√
𝜀𝑗𝜇𝑗 — показатель прелом-

ления 𝑗-го слоя, 𝑦𝑗 =
√
𝜀𝑗/𝜇𝑗 — характеристический адмитанс 𝑗-го слоя. Для получения

окончательного решения необходимо удовлетворить граничным условиям, заключающим-
ся в непрерывности тангенциальных составляющих полей.

РИС. 1. Падение s- и p-поляризованных волн на слоистую систему

Оказывается, что при падении волны под углом (см. Рис. 1) можно получить систе-
му уравнений только на тангенциальные компоненты полей. Каждая из компонент будет
удовлетворять волновому уравнениюΔ𝐹+𝑘2

0𝜀𝑗𝜇𝑗 cos
2 𝛼𝑗𝐹 = 0 [13] (здесь 𝛼𝑗 — угол распро-

странения в 𝑗-том слое), а решение запишется в виде (1) (появится лишь дополнительный
несущественный множитель 𝑒𝑖𝑘∥𝑥, который мы далее будем опускать, 𝑘∥ — тангенциальная
составляющая волнового вектора), с тем отличием, что характеристические адмитансы 𝑦𝑗
нужно заменить на «поверхностные» с учетом поляризации [14]:

(𝑌𝑗)𝑠 =
𝐻∥
𝐸

=

√
𝜀𝑗
𝜇𝑗

𝑘𝑧𝑗
𝑘𝑗

=

√
𝜀𝑗
𝜇𝑗

cos𝛼𝑗 (1)

(𝑌𝑗)𝑝 =
𝐻

𝐸∥
=

√
𝜀𝑗
𝜇𝑗

𝑘𝑗
𝑘𝑧𝑗

=

√
𝜀𝑗
𝜇𝑗

1

cos𝛼𝑗

. (2)
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а показатель преломления — на

(𝑛𝑗)𝑠 = (𝑛𝑗)𝑝 =
√
𝜀𝑗𝜇𝑗 cos𝛼𝑗 (3)

Отметим, что, в отличие от падения по нормали, поверхностный адмитанс вакуумного слоя
𝑌𝑣 не равен единице и различен для s- и p-поляризаций:

(𝑌𝜈)𝑠 = cos𝛼, (𝑌𝜈)𝑝 = 1/cos𝛼 (4)

В случае нормального падения (𝛼 = 𝛼1 = 𝛼2 = 0) поля имеют только тангенциальные
компоненты, а поверхностный импеданс совпадает с характеристическим.

Уравнение для нахождения угла Брюстера [10,13]

𝑘∥√
𝜀1𝑘2

0 − 𝑘2
∥
= tan (𝛼) =

√
𝜀2
𝜀1

можно переписать как равенство поверхностных адмитансов p-поляризованной волны для
соседних слоев

(𝑌1(𝛼))𝑝 = (𝑌2(𝛼))𝑝 .

Из равенства адмитансов слов для p-поляризованной волны следует, что в двухкомпонент-
ной смеси для p-поляризованного света наблюдается делокализация – свет распространя-
ется без отражений от границ слоев [13]. При этом для s-поляризованной волны никакие
значения угла падения не приводят к равенству адмитансов

(𝑌1)𝑠 =

√
𝜀1 −

(
𝑘∥
𝑘0

)2

∕=
√

𝜀2 −
(
𝑘∥
𝑘0

)2

= (𝑌2)𝑠

Это неравенство выражает известный факт, что в немагнитных диэлектриках угол Брюстера
существует только для p-поляризованного света. Однако если мы рассмотрим магнитные
материалы (𝜇𝑗 ∕= 1), то функциональная зависимость адмитанса от 𝑘∥ усложняется, и
оказывается, что угол Брюстера может существовать как для p-, так и для s-поляризованного
света [15]. На границе раздела двух сред с проницаемостями 𝜀1, 𝜇1 и 𝜀2, 𝜇2 выражения для
углов Брюстера будут определяться из систем:

Для s-поляризации Для p-поляризации{ √
𝜀1
𝜇1

cos𝛼1 =
√

𝜀2
𝜇2

cos𝛼2√
𝜀1𝜇1 sin𝛼1 =

√
𝜀2𝜇2 sin𝛼2

{ √
𝜀1
𝜇1

1
cos𝛼1

=
√

𝜀2
𝜇2

1
cos𝛼2√

𝜀1𝜇1 sin𝛼1 =
√
𝜀2𝜇2 sin𝛼2

(5)

В частности, когда характеристический адмитанс всех слоев одинаков, угол Брюстера сов-
падает с нормалью (𝛼1 = 𝛼2 = 0) и реализуется для всех поляризаций сразу.

3. Распространение электромагнитных волн в случайной магнито-диэлектрической
слоистой системе

Для описания распространения волн в слоистой среде был использован формализм
𝑇 -матриц (см. [10,16]). Введем между каждыми двумя слоями слой вакуума нулевой толщи-
ны. 𝑇 -матрица такого слоя равна единичной, так что 𝑇 -матрица всей системы не изменится.
Это позволяет ввести независимую 𝑇 -матрицу каждого слоя [16]:

T𝑗 =

⎛
⎝ cos 𝜌𝑗 +

𝑖
2

(
𝑌𝑣

𝑌𝑗
+

𝑌𝑗

𝑌𝑣

)
sin 𝜌𝑗 − 𝑖

2

(
𝑌𝑣

𝑌𝑗
− 𝑌𝑗

𝑌𝑣

)
sin 𝜌𝑗

𝑖
2

(
𝑌𝑣

𝑌𝑗
− 𝑌𝑗

𝑌𝑣

)
sin 𝜌𝑗 cos 𝜌𝑗 − 𝑖

2

(
𝑌𝑣

𝑌𝑗
+

𝑌𝑗

𝑌𝑣

)
sin 𝜌𝑗

⎞
⎠

где 𝜌𝑗 = 𝑘0𝑛𝑗𝑑𝑗 , 𝑑𝑗 — толщина 𝑗-го слоя, а выражения для поверхностных адмитансов
вакуума 𝑌𝑣 и слоя 𝑌𝑗 берутся из (2а) или (2b) в соответствии с поляризацией.
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В случае, когда магнитная проницаемость слоев одинакова для p-поляризованной
волны существует угол делокализации, равный углу Брюстера при переходе из одного слоя
в другой (3) [11]. При этом для s-поляризованной волны индекс Ляпунова 𝛾 возрастает с
углом. Последнее связано с ростом контраста поверхностных адмитансов при увеличении
угла (см. (2)).

Если диэлектрическая проницаемость слоев одинакова, а магнитная различна, сле-
дует ожидать противоположной ситуации — для s-поляризованной волны существует угол
делокализации, а для p-поляризованной волны 𝛾 лишь возрастает с углом. Угол делокали-
зации в этом случае совпадает с углом Брюстера для s-поляризованной волны в магнитных
слоях (3). Действительно, это следует из инвариантности системы уравнений Максвелла
относительно перемены местами 𝜀 на 𝜇, замены 𝐸 на 𝐻 , а 𝐻- на −𝐸.

В случае же равных характеристических адмитансов всех слоев угол Брюстера ре-
ализуется и для s-поляризованной, и для p-поляризованной волн. При этом угол Брюстера
равен нулю (случай нормального падения).

Рассмотрим подробнее локализацию в такой системе. Для падения по нормали (𝛼 =
0) численный эксперимент (см. Рис. 2) подтверждает очевидное предсказание об отсутствии
локализации для обеих поляризаций одновременно

𝛾𝑠 = 𝛾𝑝 = 0.

При падении под углом индексы Ляпунова для различных поляризаций отличны от ну-
ля. Однако выявился неожиданный факт: с точностью до ошибки эксперимента индексы
Ляпунова для s- и p- поляризаций равны:

𝛾𝑠 = 𝛾𝑝 (6)

Совпадение индексов Ляпунова для разных поляризаций кажется удивительным,
так как в отдельной реализации коэффициенты прохождения для s- и p- поляризованных
волн, безусловно, разные (см. Рис 3).

Рассмотрим подробнее это явление. 𝑇 -матрица всей системы T:
T = T𝑁T𝑁−1...T2T1 (5) где T𝑗 − -матрица 𝑗-го слоя. Будем использовать представ-

ление 𝑇 -матрицы в виде
T𝑗 = B𝑗A𝑗B

−1
𝑗 ,

где матрица A𝑗 зависит от поляризации только через cos𝛼𝑗 , а B𝑗 — только через 𝑌𝑣 (𝛼).
Например, для s-поляризованной волны

A𝑗 =

⎛
⎝ cos 𝜌𝑗 +

𝑖
2

(
1

cos𝛼𝑗
+ cos𝛼𝑗

)
sin 𝜌𝑗

𝑖
2

(
cos𝛼𝑗 − 1

cos𝛼𝑗

)
sin 𝜌𝑗

𝑖
2

(
1

cos𝛼𝑗
− cos𝛼𝑗

)
sin 𝜌𝑗 cos 𝜌𝑗 − 𝑖

2

(
1

cos𝛼𝑗
+ cos𝛼𝑗

)
sin 𝜌𝑗

⎞
⎠ ,

B𝑗 =

⎛
⎝ 𝑌𝑣 +

√
𝜀𝑗
𝜇𝑗

𝑌𝑣 −
√

𝜀𝑗
𝜇𝑗

𝑌𝑣 −
√

𝜀𝑗
𝜇𝑗

𝑌𝑣 +
√

𝜀𝑗
𝜇𝑗

⎞
⎠ .

Т.к. характеристические адмитансы всех слоев одинаковы, то B𝑗 не зависит от𝑗,но зависит
от поляризации. В этом случае соотношение (5) можно переписать в виде

T = BA𝑁A𝑁−1...A1B
−1 = BAB−1. (7)

Т.к. матрица B конечна и не зависят от толщины или реализации случайной системы, то
длина локализации будет определяться только матрицей A.

Матрицы A𝑗 имеют вид 𝑇 -матриц при падении по нормали из вакуума на слои с оп-
тическими толщинами 𝜌𝑗 и адмитансами слоев cos𝛼𝑗 . Таким образом, для s-поляризованной
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РИС. 2. Зависимость 𝛾 (нормированного на среднюю толщину слоев 𝑑) от
угла падения 𝛼 на двухкомпонентную систему при фиксированной частоте
𝑘0𝑑 = 1.0. Проницаемости первого и второго материалов, соответственно,
𝜀1 = 2, 𝜇1 = 1, 𝜀2 = 15, 𝜇2 = 7.5. Слои из первого и второго материала
случайно перемешаны, и их толщины равномерно распределены в интервале
от 0.8𝑑 до 1.2𝑑. Сплошная кривая — для s-поляризации, точечная кривая —
для p

волны мы можем перейти от рассмотрения задачи падения под углом к модельной задаче
падения по нормали на слои с адмитансами слоев cos𝛼𝑗 .

Аналогично для p-поляризованной волны мы также можем перейти от задачи паде-
ния под углом к другой модельной задаче для падения по нормали. Единственное отличие —
в соответствии с (2b) роль адмитансов будут играть не cos𝛼𝑗 , а 1/cos𝛼𝑗 .

Заметим, что при падении по нормали, если мы поменяем местами 𝜀 и 𝜇, то коэф-
фициент прохождения через любую систему не изменится. Действительно в этом случае в
уравнениях Максвелла поля 𝐸 заменятся на 𝐻 , а 𝐻 — на −𝐸. Следовательно, при замене 𝑌
на 1/𝑌 коэффициент прохождения не меняется. Поэтому в наших модельных системах ко-
эффициент прохождения одинаков и длина локализации одинакова. Таким образом, длина
локализации одинакова для s- и p-поляризованных волн.

Отметим, что хотя коэффициент прохождения в модельных системах одинаков, ко-
эффициенты отражения для двух модельных систем отличаются знаками. Таким обра-
зом, матрицы A для разных поляризаций различны. Кроме того, матрицы B для s- и
p-поляризованных волн также различны, поэтому коэффициенты прохождения через ис-
ходную систему для s- и p-поляризованных волн при падении под углом в общем случае
также оказываются разными, что не мешает равенству длин локализации.

4. Заключение

Показано, что в системе слоев с одинаковым характеристическим адмитансом может
наблюдаться андерсоновская локализации света при падении под углом, что проявляется
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РИС. 3. Коэффициент прохождения для s- (сплошная кривая) и p- (точечная
кривая) поляризованных волн через систему из 30-ти слоев как функция угла
падения из вакуума. Параметры системы как на рис. 2

в экспоненциальном спадании коэффициента прохождения с толщиной. Масштаб этого
экспоненциального спадания — длина локализации — не зависит от поляризации, несмотря
на то, что в отдельной реализации коэффициент прохождения различен для разных по-
ляризаций. Заметим, что в недавно вышедшей работе [17], посвященной локализации в
слоистой системе, содержащей метаматериалы, при падении под углом приведена формула
Израилева-Макарова (ИМ) [7], модифицированная для случая падения под углом. Дан-
ная формула дает аналитическое выражение для длины локализации в случае двухкомпо-
нентной системы и справедлива для слабонеупорядоченных систем. Результаты настоящей
статьи находятся в согласии с модифицированной формулой ИМ, но справедливы также
и в случае сильно неупорядоченных систем, для которых формула ИМ, в общем случае,
неверна.
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